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SUR- LE MOUVEMENT D'UN: ELL; DANS UN PLAN FIXE 

PAR 

P. APPELL 

à PARIS. 

La forme la plus simple sous laquelle on a pu jusqu'à présent 

mettre les équations du mouvement d'un fil flexible et inextensible dans 

un plan fixe a été indiquée par M. Resaz dans son Traité de Mécanique 

Générale (Tome I, pages 321 et suiv.). .M. Resan forme deux équations 

simultanées aux dérivées partielles de l'intégration desquelles dépend la 

solution du probléme; puis il ajoute que l'élimination de la tension entre 

ces deux équations conduit à une équation aux dérivées partielles du 

sirieme ordre, qui n'est d'ailleurs pas formée. 

Dans le présent Mémoire, nous suivrons une méthode qui ne fait 

intervenir que les éléments essentiels de la question et qui ramène la 

recherche du mouvement du fil à l'intégration d'une équation aux dé- 

rivées partielles du quatrième ordre. En cherchant des solutions parti- 

culières de forme déterminée de cette équation on arrive à résoudre : avec 

facilité plusieurs problémes importants. 

Nous divisons notre mémoire en trois parties: dans la première se 

trouvent établies les équations du mouvement, la seconde contient leur 

application à des cas particuliers, enfin la troisiéme est relative aux oscil- 

lations infiniment petites. | 

Nous avons indiqué la méthode que nous suivons iei dans une Note 

présentée à l'Académie des Sciences de Paris le 22 novembre 1886 

Acta mithematica. 12. Imprimé le 17 septembre 1888, T 
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iF 

Equations du mouvement. 

1. Soit un fil flexible et inextensible mobile dans un plan fixe: 

désignons par x et y les coordonnées rectangulaires d'un élément ds de 

ce fil et par s la longueur du fil depuis un point déterminé du fil jusqu'à 

l'élément ds; appelons mds la masse de l'élément ds, T la tension de cet 

élément et mXds, mYds les projections sur les axes coordonnés de la ré- 

sultante des forces extérieures appliquées à ce méme élément. Les équa- 

tions du mouvement sont, comme il est bien connu, 

da d me) = 
DT dr =7,(4 us + m X 

d^ y AH ds rdi 3 
(1) Wu — (TAE) + m) 

où m est une fonction connue de s qui se réduit à une constante quand 

le fil est homogene. Ces équations définissent x ,7 et T' en fonction des 

deux variables indépendantes s ct /. L'intégration de ces trois équations 

simultanées aux dérivées partielles peut étre ramenée à l'intégration d'une 

équation aux dérivées partielles du quatrième ordre que l'on forme comme 

il suit. 

Soit « l'angle que fait à l'instant ¢ la tangente au fil en un point 

avec laxe des abseisses: l'équation de cette tangente sera de la forme 

v sina — y cosa = ela,f) 

ou @(a,t) est une certaine fonction de l'angle « et du temps # Pour 

éviter les signes d'intégration, désignons par p une fonction de a et ¢ 

dont la dérivée partielle par rapport à a soit g(a, /) et appelons p', p", 

p",p" les dérivées partielles des divers ordres de p par rapport à a. 

L'équation de la tangente au fil sera alors 

(2) x gna y cosa = p’, 
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et, pour avoir la forme du fil à l'instant /, il faudra chercher l'enveloppe 

de la droite (2) en laissant ¢ constant et faisant varier 4. On trouve 

ainsi, pour les coordonnées du point de contact, les expressions 

(3) py = p'sina + p"cosa, y = — y'eosa + p"'sina. 

En convenant d'employer la lettre à pour désigner les dérivées partielles 

prises par rapport à a et { considérées comme variables indépendantes, 

et de réserver la lettre d pour désigner les dérivées partielles prises par 

rapport aux variables indépendantes s et ¢, on aura 

Ou Oy 
— =4(p' + p’”’) cosa, “A — (p + p")sina, 

24 

oz! /ay\' ; / A E 2 
LA = / E: l2 — mi yt? 

94 V Mee a e l HE 

et en intégrant 

SD = pie 

Il semble qu'en intégrant il faille ajouter au second membre une con- 5 J 

stante par rapport à a c'est a dire une fonction de £: mais cela est inutile, 

car la fonction p étant jusqu'à présent définie par cette seule condition 

que sa dérivée partielle par rapport à a égale une fonction e(m, f) 

po g(a, 4), 

ona 

p —fe(s, t)da + g(t), j 

d(t) désignant une fonction arbitraire de /; l'on pourra toujours choisir 

cette fonction arbitraire de ¢ de telle facon que l'arc s compté à partir 

d'un point déterminé pris sur le fil ait pour expression 

(4) s=p+Pp". 

Dans les équations (1), ©, y et T sont considérées comme fonctions 

des variables indépendantes s et /; à l’aide de la relation (4) s — p 4- p" 

on pourra exprimer z,; et T en fonction de 4 et ¢ qui deviendront les 

nouvelles variables indépendantes, 
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Les règles élémentaires du changement de variables donnent 

da i dr da dy = 21 da IT fes ol du 

ds dads’ ds m ds’ ds da. ds 

(5) 
| HIR One eo dy -. Oy 94 du 

di- Gia out a “ordi 

L'angle z, est une fonction de s et ¢ définie par la relation 

S = pi se jp 

qui donne, si on la différentie par rapport à s et ¢ successivement, 

de Op ap" ; du 
I === Ji De 1 O — el! dm y nis ta" 

Up pers aM: con ME PE. 

d'ou 

op op 

da I da Of et 

ds ep + ye dt py + 2 ; 

Les formules (2) 

X =p sina + p’ cosa, y = — pcosa + p’ sina 

donnent aussi 

Ow € RER. 111 a Ov (xy HIN © 
oix SEES Fig (p + p")sina 

ox oy ^ Op” Qu op’ ap” , 

— = - SI 4 GOS CE — = — — COS 0 SIN a: 
ata berne CT: 2l rT LES 

On a donc enfin, en portant ces différentes expressions dans les formules 

(5) et réduisant 

dx du ; aq 1 oT 
— = (08% — == Sind, - HR == 
ds 2 ds ids PL EM Ou 

(6) ER 
de op op cu op CP) ie 

— = — sina —— cosa; — = —— cosa —-— sing, dt) at DEN Ma dt TS D REY 

ou les deux premières formules sont évidentes géométriquement. 
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On a de méme 

dw : da dy » da 

ES To hi da t Geet de 

dx /de 9 /dx\ da the [] du d dy\ da 

am aU) tete di s Gd) ss it) ac 

ce qui donne 

d'u c sin 7 d'y cosa 

ds? X REN » n ds? e y EE Ta 

dia 2 p 1 ay er) ? sina 
X — | Qi —— COS 4 —, 

de Le a ot een 

d’y ?*p ep 9p"V^ cosa 
RU M M 85 —— SING En I PT 

de 0 1 Mau bp Pc 

Les équations (1) du mouvement peuvent s'écrire 

d? x ms d 4 dT da 
Hs — 1 dp sce m + mX 

d’y BEN dT dy 
ms 1 ds dar ce + on}; 

en multipliant la premiere de ces équations par sing, la deuxieme par 

— cosa et les ajoutant, aprés y avoir remplacé les différentes dérivées 

par les valeurs que nous venons de calculer, on obtient la relation 

9p Op ep \ I T - 
n ES c (2 M oa = es + m(X sin 4 Y cosa): 

en inultipliant la premiere des équations du mouvement par cosa, la 

deuxième par sing et ajoutant, on obtient une seconde relation 

9 VR 2T' I 
— m — m(X cos 2 Y sing). 

ot? ^ 9«a pt+p = RR xis Es 

Les expressions X cosa + Ysina, — Xsina + Y cosa sont les compo- 

santes tangentielle et normale de la force extérieure rapportée à l'unité 

de masse: si nous les appelons, pour abréger, @ et #° 

D = Xcosa + Y sina, Y = — Xsina + Y cosa, 
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nous aurons les deux équations suivantes 

| T IE aL 9p" ) ae m(p + y") (^ + 

(7) | 

9*p | 

9t? 

oT 

du 

7. 9^p 
= —uan(y + p") D + Ze): 

Dans le cas le plus general qui puisse se presenter, X et Y ct, par suite, 
do dy 

Jupe 
des relations (2), (4) et (6), one pourra exprimer ® et ¥ en fonction de 

a,t,p et des dérivées partielles de p par rapport à a et ¢; de plus m 

® et ¥ sont des fonctions données de x,y, a, s et £: # l’aide 

étant une fonction donnée f(s) de lare s, on aura 

m = f(p + p). 

Done les equations (7) seront deux équations simultanées définissant 7 

et p en fonction de « et f. En éliminant T entre ces équations, on 

obtient une équation du quatrieme ordre 

2 op 9p? : as : 9*p^ 
(8) AE eee utor em eem 

+ m(p' + p’”)( D + = = 0 

qui définit p en fonction de « et f. 

A toute intégrale particulière de cette équation correspond un mouve- 

ment possible du fil, à condition que la valeur de la tension 7' fournie 

par la première des équations (7) soit positive. 

2. Avant de passer aux applications, je me propose de montrer 

rapidement comment les équations (7) peuvent étre déduites de celles que 

donne M. Resar dans le premier volume de son Traité de mécanique gé- 

nérale, pages 321 et suivantes, 

M. Resa désigne par v et w les composantes de la vitesse d'un 

point du fil suivant la tangente et la normale au fil, et par ¢ et ¢ les 



| 
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composantes suivant les mêmes directions de l'aecélération du méme point. 

On a donc 

de gu. dx . dy 
p = — cos — sina, U = —-—sIna © COS 

dt "5 "m dt ee dt Dapur La dt d 

d'a : d'a . d? a 
€ = — cosa + — sina, d= — gina P eos 
Bit ap Par s at i = 

D'après les expressions trouvées précédemment (formules 6 et suiv.) pour 
de dy, d'z d'y 
di? di? dec de? on obtient 

W—= —- = —— 
| ot ? at 

(9) 
Sac ERO I a ee 
| = ote n e pa ot? A ET T" 

Les équations (4) de M. Resaz (loc. cit. pag. 323), dans lesquelles on 

remplace ¢ par m, deviennent donc 

dT 9*p 

= (D = 

Pap aad UE s 73, = 

pu Ope MOINE LT 

mur | 2 se a T ol born p | uon 

Les quantités s, « et { sont liées par la relation 

D ET Jet ay 

qui donne 

LU Beate 
d'autre part, on a 

UT deat 
da ads Cap y" 

dT da 
En remplacant q. et 7; par ces valeurs dans les équations ci-dessus, on 

ds ds 

retrouve les us du mouvement: (7). 



P. Appell. 

D'aprés les significations géométriques de p et p’, il est Remarque. 

facile d'établir eéométriquement les formules 

op ayy’ — E = — 
ot ot 

3. Dans le cas particulier où les composantes @ et 4^ ne dependent 

que de s et a, on peut transformer les équations du mouvement en deux 

Pour le autres définissant lare s et la tension 7' en. fonction de 4 et f. 

* montrer, rappelons les formules 

: 
> es 5 jj 

S CUPIDUM pulos e ADS D) 

Les équations du mouve- ou p désigne le rayon de courbure du fil. 

ment deviennent 

IN I /9s‘ x 9^p' x iy Ode 
—=-(—) NE, A PE coo 

mn 9 np du 

En différentiant la seconde de ces équations par rapport à « et la re- 

tranchant de la premiere, on a 

I 

on Sici SEM 
I m oT mo ol Laos \e Fe IT SES SMS en 
mo 04” On 9a p. Nt 

ce qui s'écrit aussi 

TAN ah I /ds\" 
— = q dy. een eue 0 

i 

1] I a ( I | | 

mp vp Ou" y mp * amp du” vm, 

De méme, en différentiant la premiere des équations ci-dessus par rapport 

à a et en l'ajoutant a la seconde, on a 

E I 

2 co m mp 9 pi /0sV^ j 9s E Le |- e — ! m 
inp 00 Ow Ca | a 9t; 9t 

ce qui s'écrit aussi 

Deve fh 9 [1 fos V" 9s 
ar oe s e 

90 | p \ot ol ymo On ^N np 
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Dans ces équations, et 4" désignent les dérivées de @ et /" par rapport 

à a: par exemple, comme ® dépend de « directement et par lintermé- 

diaire de s : 
op |o 

= l'a We (Le = 
: / 94 2s os ! 

Si l'on fait, pour simplifier 

T = ÿmpT, 

il vient % 

RET 9* I I.» I /9s\ * 
* z[— += (—) — = — —=- | )—¥+ 0 

mp 94^ \ymp vmp ea” p \ot 

(10) 
2 93 9? rı /ds\* ; 9*s | &e-ipen-n-e-t ymp 00 da | p \at ot 

équations qui définissent € et s en fonction de a et /. Dans ces équa- 
: ; . Os . ; 

tions p est égal à 5, et m est une fonction donnée de s. 
“ 

Lorsque la seule force extérieure est la pesanteur on a 

D = —gsina, i| — —g cosa 

+ D =o, Q'— V -—o 

et les équations (10) prennent la même forme que si la force extérieure 

était nulle. 

4.. Equations d'équilibre. — Pour trouver les équations d'équilibre 

du fil sous l'action des forces données, il suffit de chercher à vérifier les 

équations du mouvement (7) par une fonction p indépendante du temps 

t; en effet, le fil étant supposé en équilibre, les composantes tangentielle 

et normale 

de la vitesse d'un point du fil doivent être nulles, donc p doit être in- 

dépendant de ¢. Dans cette hypothèse, les équations (7) deviennent 

| T=—wm(p' +p)" 

Tl ; 3 
un) - = — mp + p) À 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 18 septembre 1888. bo 
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d'ou, par l'élimination de T 

ro’ + DE] — m(p + pd = o, 

ce qui est une équation du quatrième ordre définissant y en fonction de 

a. Dans cette équation, # est une fonction donnée de s et ® et ¥ des 

fonctions données de r,9y,5,24: 

Wf SEED Ema 

D == d(r,y,s. a) = D(p sina + p'cosq, — y'cosa + p" sina, p+ p^, a) 

Y= W(r,y,s, a) = VT(p' sina + p'cosa, —p'cosa + p'sina , p + p", a). 

Les équations (11) résultent immédiatement des équations d'équilibre 

bien connues: 
dT 

T — — mo, = —mó 
ds 

ou p désigne le rayon de courbure de la figure d'équilibre 

Nous n'avons rappelé ces équations qu'en vue de certains théorémes qui 

se présenteront plus loin. 

Dans le eas particulier ou la force extérieure dépendrait unique- 

ment de s et a 
p= P(s , a). yy — V'(s : a), 

/ 

il serait plus simple de prendre, dans les équations d'équilibre, s comme 

fonction inconnue de a: lon aurait alors pour déterminer s en fonction 

de «, l'équation du second ordre 

9 Os \ os 
— mV —)—_m— D = 0, 
24 du, 04 

ou 

om 
MMS); == f(s)—- 

C'est le cas qui se présente quand la seule force extérieure est la pesanteur. 
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Dans ce dernier cas, les équations (10) donnent immédiatement pour 

l'équilibre 
I 2! / I 

T = const., = + =a (—) — 

vo 24 V mp 

] C f 1. CT MO = ——— DE eet aon VIT ses) 
i cos* (« — a,)’ nes ing (a — a) 

En revenant aux équations du mouvement, nous allons tàcher d'en trouver 

des solutions particuliéres ayant des significations simples. 

IT. 

Applications à quelques problèmes. 

5. Dans les applications des équations précédentes, nous aurons 

fréquemment à résoudre un probléme que l'on peut énoncer comme il 

suit: 

Soient deux variables indépendantes a et t, A,, A,,..., À, des 

fonctions de la variable x seule, T,, T,,.,.,T, 

riable t seule; que doivent être ces fonctions pour qu'il puisse exister entre 

elles une relation de la forme 

des fonctions de la va- 

(12) AT, + A,T, +...+ AUT, =0 

ayant lieu quelles que soient à et t? 

Nous donnerons la solution pour le cas de » — 4, en remarquant 

que le cas où n aurait une valeur différente se traiterait exactement de 

la méme facon. 

Soit done à vérifier la relation 

(13) I SM AME HAT — co 

quelles que soient « et /. Différentes hypothèses se présentent: 

1°) Supposons d'abord les fonctions A,, 4,, A,, A, linéairement in- 

dépendantes, c'est à dire supposons qu'il n'y ait entre elles aucune relation 
‘ 
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linéaire homogene à coefficients constants (indépendants de a). Alorg la 

relation supposée (13) ne pourra être vérifiée que si l'on a 

et les fonctions A, , 4, , 4, , 4, seront arbitraires. 

2°) Supposons qu'il existe entre les fonctions A,, 4,, 4,, À, une et 

une seule relation linéaire homogène à coefficients constants 

k, A, +44, + kA, + kA, = 0: 

Comme les quatre coefficients k,,k,,k,,h, ne sont pas tous nuls, sup- 

posons, pour fixer les idées, %, différent de zéro; nous pourrons alors 
1 

résoudre cette relation par rapport à À, et porter la valeur de 4, dans 

l'équation (13) qui deviendr: 

Ah, T, "ern k, T) dE A. Ls DEA h, T.) Hs Ah, 7; = k, T,) ©: 

Puisque les fonctions A,, A,, 4, , sont linéairement indépendantes, les 227. 

coefficients de 4, , A,, A, dans cette derniere équation doivent être nuls; 

ce qui donne. 

49 3°) Supposons qu'il existe entre les fonctions 4,, 4,,.4,, A, deux 

et seulement deux relations linéaires homogenes distinctes à coefficients 

constants 

ki A, I kA, de k, À, Bs k,A, — © 4 

h, A, Si h, A, Fr h, A, + od 
=O. 

Comme tous les déterminants /,h, — k;h; ne peuvent pas être nuls, sup- 

posons 4,7, —h,k, différent de zéro. Nous pourrons alors résoudre les 

deux relations précédentes par rapport à A, et A, ce qui nous donnera 

des expressions de la forme 

A, = A, + Davee A, == À, À, oe HAN, 

ss AQ. pu Ctant des constantes faciles à exprimer à l'aide des con- 
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stantes k,, h,. Portons ces expressions de A, et A, dans l'équation (13); 

nous aurons 

4,0, ir + PT, T 2) T 4, 13 + LT, +: 2) 108 

Comme les fonctions A, et A, sont linéairement indépendantes, il faudra 

que l'on ait 
AT +47, + T; =0 

BU, SE Tus T, - o. 

4°) Sil y a, entre les fonctions 4,, 4,, A,, A, trois relations li- 

uéaires homogenes distinctes à coefficients constants, on en conclura 
4 

yt Ape a 
h, h, h, h, 

h,,h,,h,, h, étant des constantes; l'équation (13) donne alors 

LT +h T, p VT, 4T, = 0. 

5°) Enfin si l'on a 

A, = Á, — A, = A, —0 
4 

les fonctions T,, T,, T,, T, sont arbitraires. 

6. Revenons maintenant à la question de mécanique et supposons 

que la force extérieure appliquée à un élément du fil dépende unique- 

ment de la position. de cet élément c'est à dire de ses coordonnées et de 

son orientation; alors X et Y seront des fonctions de »,j et a, et il 

en sera de méme de ® et ' de sorte que l'on aura 

D = d(r,y,a) = d(y sina + p'cosa, — p' cosa + p'sina , a) 

Y= Yx,y,a) = Y(p'sna + p'cosa, — p' cosa + p'sina , a). 

Cherchons si, dans ces conditions, le mouvement du fil peut consister en un 

glissement le long d'une courbe géométrique fixe, ou, en d'autres termes, si 

le fil peut afjecter une figure de repos apparent dans l'espace. 
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Pour cela, il faut et il suffit que la composante w de la vitesse de 

chaque point du fil normalement au fil soit nulle. Comme on a trouvé 

op’ 

CRT 

pour que X soit constamment nul pour chaque point du fil, il faut et 

il suffit que la fonction p de a et ¢ soit de la forme 

p=A+0 

où A dépend de a seulement et 0 de ¢ seulement. En désignant par 

A’, A",..., 0, 0",... les dérivées des fonctions A et 6 par rapport aux 

variables « et ¢ respectivement, nous aurons 

ep op À 
= = (5) — e) S cs 
ot gs ot? 9 

op 9p" 
LE —0o eo 8 82 
ot 2 ot 

Portant ces valeurs dans l'équation du mouvement (8), on obtient l'équation 

(14) = imo" — aA + A") V] + m(4 + A")(0 + 6") = o, 

dans laquelle m est une fonction donnée de s 

m = f(s) = f(p + p”) = f(A + A” + 6) 

tandis que ® et ¥ sont des fonctions de la seule variable « 

® = D(A'sina + A’ cosa, — A’ cosa + A" sina, a) 

Y= V(A'sina + A” cosa, — A'cosa + A" sina, a). 

Nous examinerons successivement le cas où le fil est homogène et le cas 

où le fil est heterogene. 

a) Le fil est homogène; » est une constante, Ce cas a été examiné 



Sur le mouvement d'un fil dans un plan fixe. 15 

par M. LéaurÉ.  L'équation (14) devient alors, aprés suppression du 

facteur m, À 

7 [4 + A")] — (4' + 4") 0 + 8") = o 
ou bien 

C RE QE PARTS re dr. 

Le premier membre qui ne dépend que de / ne peut être égal au second 

qui ne dépend que de a, que si les deux membres sont constants. Donc 

on a 

0" — K, 8" = Kt + K,, Br ‘Kt + Kt + K, 

K, K,, K, désignant des constantes; puis 

(15) E = [ar Agr] — G^ + AMY + K) = o.- 

En intégrant cette dernière équation on aura A en fonction de a: alors 

p sera donné par 

p—ATO6—A-TIKÜ- KE, 

et la tension par la premiére des formules (7) qui devient, dans le cas 

actuel, 

T = m0" — m(A' + A") = m(Kt + K,) — m(A + AY. 

La composante tangentielle de la vitesse d'un point du fil est 

p———-——0-—--——hAh-—kK; 

elle varie proportionnellement au temps. De plus la courbe suivant 

laquelle est disposé le fil, c'est à dire la figure de repos apparent du fil, 

est définie par les équations 

q = A'sina + A" cosa, y = — A'cosa + A” sing 

Comptes rendus, IO novembre 1879; Bulletin de la Société Philo- 

mathique, IS novembre 1870. 
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dans lesquelles À satisfait à l'équation (15); et cette équation n'est autre 

chose que l'équation d'équilibre du fil (N° 4) dans laquelle p se trouve 

remplacé par A et la composante tangentielle ® par 0+ K. En résumé: 

Lorsque les forces extérieures appliquées à un fil homogéne dépendent 

seulement de la position de l'élément du fil et que le fil conserve une figure 

permanente, la vitesse de glissement du fil est proportionnelle au temps, et la 

forme permanente du fil en mouvement est la figure d'équilibre que prendrait 

le fil si la composante normale de la force extérieure restait la même et si 

la composante tangentielle était augmentée d'une constante égale à l'accrois- 

sement de la vitesse. de glissement pendant l'unité de temps. 

Par exemple, si lon suppose que la seule force extérieure soit la 

pesanteur, on aura, en prenant pour axe des coordonnées y une verticale 

dirigée vers le haut, 
T0; Y = — 4, 

D = — gsina, Y = — 4 cosa; 

et l'équation (15) deviendr: 

9 

04 
[((A’ + A”) cos a) — (A’ + A") (sim a =, = 0, 

d'ou en intégrant 

(USE [Br ge ; 
Pal A er = tane is i g 

dE COS || SNe un | 

C étant une constante arbitraire. On a alors, pour déterminer A, une 

équation linéaire à coefficients constants avec second membre.  L'équa- 

tion que nous venons de trouver est ce que l'on appelle quelquefois 

l'équation intrinséque de la courbe le long de laquelle glisse le fil. En 
: T ; 6 SOS Y : 

effet, la quantité A’ A” est égale à — c'est à dire au rayon de cour- 
1 ‘2 94 . 

bure » de la courbe: l'équation ci-dessus donne donc o en fonction de f e 

a: dans le cas particulier où K = o, elle se réduit a 

EY 
eos a 

équation intrinsèque de la chainette, 
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b) Le fil étant hétérogène, on aura, 

om 
n f(s) zfn- »"), nel cb. Uo. 2 ou 

en appelant f'(s) la dérivée de la fonction f(s). Posons pour’ abreger 

et remarquons que 

p+p"= A+ A" + 06, 

nous aurons d’après l'équation (14) 

(16) (4 + Al? — (4 + A") ]o(4 + A" + 6) — (4 + 44") 

+ (A + AD + 8") = o. 
Telle est l’équation qu'il faudrait chercher à vérifier en mettant pour À 

une fonction de « et pour @ une fonction de {. Le probléme pourra avoir 

une solution ou n'en pas avoir suivant la forme de la fonction o. Si 

@(s) était une fonction rationnelle de s, l'équation (16) serait une rela- 

tion de la forme (12) du N° 5 et on pourrait lui appliquer les con- 

sidérations développées dans ce N? 5. 

Le résultat est simple si l'on suppose.la fonction (s) égale à une 

constante €, c'est à dire | 

m= et, 
- 

"On a alors, en posant A’ + A” = p, l'équation 

, y? "n A 9 . 
(16’) cod” + pb supp cni lol 9 

qui rentre dans la forme (12) où n = 2, en faisant 

Ad, A, = old — ep’) — 5 (pP) 

T, = cd? + 0", T, = rt. 
1 2 

Il est impossible que les fonctions A, , A, soient linéairement indépen- 

dantes, car il faudrait alors que les fonctions 7,, T, soient nulles et on 
Acta mathematica, 12. Imprimé le 22 septembre 1888. 3 
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a T,— 1. Ainsi il existe au moins une relation linéaire homogene a 

coefficients constants entre A, et A,: d'autre part il n'en peut exister 

qu'une, car autrement on aurait 

ce qui est impossible, la relation 

p = AU + Ar = Oo 

ne définissant pas une courbe mais un point. 

La facon la plus générale de satisfaire à l'équation (16’) est done 

de supposer qu'il existe une relation linéaire homogène à coefficients con- 

et À,, c'est à dire, de supposer stants entre les deux fonctions 4, 

on aurait alors 

D'après les expressions de A,, A,, T,, T, et en faisant 

k, = bck, , 

on aura, pour définir la figure permanente du fil, l'équation 

* (pt) = o, | 94 — heo + p( 0 — co’) 

et, pour définir 4, l'équation 

c0" + 8" + be — o 

d'ou lon tire facilement 6’ par une tangente trigonométrique ou hyper- 

bolique suivant que la constante D est positive ou négative. Cette so- 

lution comprend, comme cas particulier intéressant, celle que l'on obtient 

en faisant 

b= — K?, 9 — K. 
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Dans le cas particulier où 4 est nul on a 

9" I d 
Gite =9, 8 — lese 4) + K. 

La figure de repos apparent est alors définie par l'équation 
." 

p (4 — cot) (p) = o, 
E 

m 

identique à l'équation d’equilibre (page 10). 

Remarque. Le probleme de M. LÉAUTÉ et le probléme plus général 

que nous venons de traiter peuvent encore étre résolus lorsque la force 

extérieure au lieu de dépendre seulement de la position de l'élément 

varie proportionnellement quand, z,5, restant constants, le temps / 

change. Dans ce cas on aura pour ® et #° des expressions de la forme 

0=00, VY=6", 

0, dépendant de # seul, d, et V, de x,y et a. L’equation (14), pour 
le cas du fil homogene, donne alors 

9 M , nt FA , Hn 9" s IU + amm] — (AHA )| @, NE 2] mu, 

d'ou l'on conclut, comme précédemment 

9 , "mt | | , Aver ] = zc, ood P pag, qr xo 

La figure de repos apparent est alors la figure d'équilibre d'un fil 

sollicité par la composante normale 7^, et la composante tangentielle 

Q, + A; quant à la vitesse de glissement, elle est 

& = f &8,dt, 
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4. Le probleme que nous venons de résoudre est un cas particulier 

du suivant: * 

Chercher sil existe un mouvement du fil pouvant se représenter par le 

glissement du fil le long d'une courbe de forme invariable animée d'un mouve- 

ment de translation, et déterminer ce mouvement du fil sil existe. 
. 

Dans cette hypothése, les coordonnées d'un point du fil doivent s'ex- 

primer en fonction de « et ¢ par des expressions de la forme 

“a= E+ f(a), y = % + g(a), 

£ et x étant des fonctions de / seul, f(a) et g(a) des fonctions de a 

seul. Comme on a : 

p = x Sin a —- y COS 4 

on voit que dans le cas actuel on devra avoir 

. p = sina — y cosa + f(a) sina — g(a) cosa 

d'ou 

p = — cosa —» sina + À + 0 

A étant une fonction de a seul, €,7, 4 des fonctions de ¢ seul. Nous 

désignerons par A’, 4”,... les dérivées de A par rapport à a, et par 

$,35,0,9.,75905.-.. les deériyees) dente UB par rapport sage. Ta 

forme de la courbe le long de laquelle glisse le fil est définie par la 

fonction A; car l'équation intrinsèque de cette courbe est 

p — p + p" == A' + 5 

Le mouvement de translation de cette courbe est connu quand on con- 

nait € et 7 en fonction de /; enfin la vitesse de glissement du fil le long 

' RovrH, Advanced rigid Dynamics: On steady motion, p. 299. 
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de cette courbe est — #. Cette dernière propriété résulte de ce que 

les projections de la vitesse d'un point du fil données par les formules 

générales . 

dr ON. op dy ap 9p . 
= — SIN 4 — — cosa —— = — — COSZ — — SING 

dtt mera gm dt ot 

ont actuellement pour expressions, d'apres la forme particulière supposée 

pour p, 
l 7 

ar e E — §' cosa, 
dy . 
T —=n — 0'sma; LES UE nn 

ces. formules montrent que la vitesse d'un point du fil est la résultante 

d'une vitesse de translation ayant pour projections & et x' et d'une vitesse 

de glissement — 6’ dirigée suivant la tangente. 

Les coordonnées d'un point de la courbe le long de laquelle glisse 

le fil sont alors 

x —E + d'sina A” cos a, y — v — À’ cosa + A” sina / 

> * 

S-—p-p-434'4-8, pb =p tp" =A + A”. 

Comme le fil est en repos apparent par rapport à des axes de direc- 

tions fixes menés par le point (£, 7) le mouvement relatif du fil par 

rapport à ces axes est du genre de ceux qu'a étudiés M. Leaure et dont 

nous nous sommes occupés dans le numéro précédent. 

Si l'on suppose m constant, l'équation du mouvement devient 

LA — (4 + A')(V + Esin a — 7” cos a)] 

+ (A' + AMD — €’ cosa — sina + 0") = 0 

ou, en développant 

(17) (A" + A")( + £' sin a — x" cos a) 

o EI Lx. i) — (4' + A"y(o— 7 — 28" cosa — 27/'sina + 0 ) = Qu 
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Il faudrait vérifier cette équation en y mettant pour À une fonction 

convenable de 4 et pour €,7, 0 des fonctions convenables de ¢. 

Si ® et ¥ sont des fonctions rationnelles de x et y, on sera conduit 

a une équation de la forme (12) que lon traitera comme nous l'avons 

indiqué dans le N° 5. 

Nous allons traiter complètement un cas simple, à savoir le cas où 

d ct W seraient fonctions du seul angle 4, comme il arriverait par 

exemple si la seule force extérieure était la pesanteur. 

Désignons, comme plus haut, par p le rayon de courbure dA’+ 4” 

et par o' sa dérivée A” + À" et posons 

: 9 4^ : 
il! / One OS AN =p. ‚(9 a ls A, = p' sina + 29 cosa, 

A, = — p' cosa + 2p. sina, Do 

L'équation (17) qu'il sagit de vérifier est alors de la forme 
» - 

(13) Jan diam ests hap A me 4,1, O 

examinée en détail dans le N° 5. Nous allons reprendre successivement 

les diverses hypothèses indiquées dans ce N° 5. 

15) ST ous Mesh T. i 
T 

ne peuvent pas être nuls, car le premier 7, est r. 

2°) Supposons qu'il y ait une relation linéaire homogene à coeffi- 

cients constants entre A, , 4, , A,, A, 

kA, ERA REA d uA, — 6. 

Alors on a 

On peut supposer k, égal à l'unité et on a pour £", 7”, 0" des valeurs 

constantes 

=k, Veh, Oak, 
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Quant à la figure de repos apparent par rapport aux axes mobiles de 

directions fixes menés par le point (£, 7), elle est donnée par l'équation 

différentielle 

A TEA TEE E EA, = o 

c'est à dire 

: oq k : 
p T—p( o Tm + k,(p' sina + 20cosa) + k,(—p' cosa + 20sina) — kp =o 

qui définit p et par suite A en fonction de a: la détermination de 9 et 

A est ramenée à des quadratures. 

Dans la solution que nous trouvons ainsi et qui est évidente a priori, 

les axes mobiles de directions fixes menés par le point (£, x) sont animés 

d'un mouvement de translation wniformément accéleré; la figure de repos 

apparent du fil par rapport à ces axes est la figure d'équilibre que 

prendrait le fil si lon ajoutait, aux forces agissant réellement ® et 4, 

une force (force centrifuge) ayant pour projections sur les axes — k, et 

— k, et une force tangentielle k,; la vitesse de glissement du fil — 6' 

varie proportionnellement au temps. Ce résultat s'applique immédiate- 

ment au mouvement d'un fil homogène pesant dans un plan sur lequel 

il glisse sans frottement. 

Nous pouvons, par exemple, appliquer cette méthode au probiéme 

traité par M. Rourx dans l'ouvrage déja cité Advanced rigid Dynamics, 

page 300, $ 525 Form of an electric cable, probléme qui peut s'énoncer 

ainsi: Un cable est déposé sur le fond horizontal d'une mer par un 

bateau animé d'un mouvement rectiligne uniforme, la longueur du cable 

déposé pendant un intervalle de temps quelconque étant égale à la 

quantité dont avance, le bateau dans le méme temps; trouver la forme 

du cable supposée permanente. 

D'aprés l'hypothése, cette forme du cable est permanente par rapport 

à un systéme d'axes mobiles situés dans un plan vertical et entrainés 

avec le mouvement du bateau. L'origine (5,7) de ces axes sera donc 

animée d'un mouvement rectiligne uniforme et en prenant un axe des z 

horizontal on aura 
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c désignant la vitesse du bateau. La vitesse de glissement du fil le long 

de la courbe géométrique suivant laquelle il reste disposée étant égale à 

€, On a 

0 — c, 9 — ct. 

RH - Les quantités z", &’, 60" sont done nulles actuellement ainsi que les con- 

stantes k,, k,, k, et l'équation définissant la figure permanente du fil est 

pr— p02") — o. 

Supposons que la résistance de l’eau sur un élément du cable soit dirigée 

2? 4 

en sens eontraire de la vitesse de cet élément et proportionnelle à cette 

vitesse, et appelons g' la pesanteur apparente du cable dans l'eau: les 

composantes tangentielle et normale de la résistance seront de la forme 

— pvo et — pu, v et u désignant comme précédemment les composantes 

tangentielle et normale de la vitesse d'un élément; puis les composantes 

tangentielle et normale de la pesanteur g’ seront 

— (f sina, — 4/ cosa. 

On aura done 

Ys P n Op 
Oo = — 9 8a) Bile fae 

D — — q' cosa — pu = — g cosa + yee 
| f C) Pi 

car 

Op 9 Y AG cnni Me CHUA 
ot ot > 

Comme actuellement 

p = — €&cosa — y sina + A+ 0 — — et cosa + À + ct, 

on a 

op op’ : 
— = —— €COSa C — — csing 
9t dr ot : 
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et il vient 
D — — g'(sin a + e cosa — e), 

U" — — g'(cos a — e sin a) 

en posant 

"uc 

e —— 

L'équation différentielle devient alors 

(|. 2sina + 2ecosu—e 
p COS 4 — e sin 4 

(ER 

d'ou 

: E da 
logo = — 2 log (cosa — esina) — e | ——————— 

cos 4 — esing 

— e 

= a Vite 
G yl + e—e— tg = 

0 = — ; zc — : 
! (cos a — e sina)” —— > 

DIR 

ce qui est l'équation intrinseque de la courbe. 

3°) A côté de la solution générale précédente qui convient quelles 

que soient les expressions données de ® et 4 en fonction de a, il peut 

sen présenter d'autres pour des lois particulières de forces. Nous les 

trouverons en supposant qu'il existe entre les fonctions A, , 4,, A,, A, 

deux relations linéaires homogènes distinctes à coefficients constants 

kA, Told Edo k,A, = 0 

hA, +h, A, + hA, + hA, = o. 

Nous verrons, dans l'examen du cas suivant, que k, et /j ne peuvent pas 

être nuls en méme temps; on peut aussi s'assurer que les déterminants 

kh, — h,k,, kh, — hk, 

ne peuvent pas être nuls en méme temps, car s'ils étaient nuls on aurait, 

en éliminant 4, entre les deux relations supposées, 

(kh, — E) A, = o 
Acta mathematica. 12. Imprimé le ?4 septembre 1888. 4 
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d'où 

AIO, 

puisque les deux relations supposées sont distinctes. Mais 4, qui est 

égal à — o, ne peut pas être nul, donc les deux déterminants 

kh, — hk, kh, — hyk,, 

ne peuvent pas être nuls en méme temps. Supposons le premier de ces 

déterminants différent de zéro et résolvons les deux relations linéaires 

par rapport à A, et A,: nous aurons 

== ui 1 AIC ACE 

A, = H,A, + E, A, 
nn 
- co A 

C,,C,, E,, E, étant des constantes. En remplaçant A,, A,, A, par 

leurs valeurs, on écrit la premiére de ces relations (18) 

f! sing + 2p cos a = C,(— p' cosa + 2p sing) — Cp 

ou en posant 

C, — tg f, C, cos B = — c, 
1 

on à 

p' sin (a + ff) + 20 cos(a + f) — co = o. 

Intégrons cette équation et désignons par @ une constante, nous ob- 

= G a + ÿ\7° 

LE SECTETUR & ( 2 ) | : 

ce qui est l'équation intrinsèque de la courbe le long de laquelle glisse 

le fil. Cette valeur de o devra vérifier la seconde des équations (18). 

En exprimant ce fait, nous aurons une relation entre les composantes @ 

tiendrons 

et 7; de sorte que, comme nous l'avons déjà dit, le cas actuel ne peut 

se présenter que pour certaines lois spéciales de la force extérieure. 

Pour obtenir, sous la forme la plus simple, la relation entre @ et 
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VU, remarquons que l'on peut toujours faire tourner les axes de façon à 

amener la constante # à être nulle: alors 
| 
| Y d Y = > | C, = o, C, = —c 

j (AN: 
N = to ) . 

à f sin’ 4 ( or 

La seconde des équations (18) devient si l'on y remplace 4,, 4,, A, 

par leurs valeurs 

"ap à 4^ E rie a, Boe m VL. 
ot — pl d Tu ) = E,(— p' cosa + 2p sina) — E,p; 

ee : p : : 
| d'ou lon tire, en remplacant ; par la valeur que l'on vient de trouver 

i 

" 

, ^ . 2 : 
p 6 —2 GOS;4 

: pov sina 

: j 9 ES. : 
(19) (4+ E, cosa)(c — 2 cosa) — ( D — T 2 E, sina — E, | sina = o. 

Telle est la relation qui devra lier les composantes @ et X. 

: Les relations (18) donnent, puisque C, — o et C, — — c, 

LA 

ni rl 1 A,— —cA, | A,— E,A, 4- E,A, 
t 
i et en portant dans la relation 
v 

dn]? Pea FE AT = (ALT =o; 

AE, T: + ARE A,(E, Ee Gh 2 = 

Mais, les fonctions A, et A, étant linéairement indépendantes, cette rela- 

tion ne peut avoir lieu que si l’on a simultanement 

ENTER ro, ELI CT HT = 0 

E nter c wo 
c'est à dire,.en remplaçant T°, 7,, T,,.T, par leurs valeurs 1, €", 7”, 9" 

E, + 7' — o, E, A ce’ + 9" == O; 
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d'ou lon tire enfin 

y — —,BEfü + Bit + Ey 

Bo RU CNE 

E;,E,,E,,E, désignant des constantes arbitraires. 

On voit que » est une fonction du second degré de /; quant à & 

on peut le choisir arbitrairement en fonction de £, 4 est alors déterminé 

par la seconde des équations précédentes. 

Ainsi, en supposant les composantes ® et 4'liées par la relation 

(19), on aura un mouvement permanent du fil dans lequel le fil est 

constamment disposé suivant la courbe ayant pour équation intrinsèque 

G a\° 
CRE MUI 
1 Sin” 4 | E :) 

et glisse avec une vitesse — 6’ le long de cette courbe supposée in- 

variablement liée à des axes mobiles de directions fixes passant par le 

point (£, 7). 

Cette solution pourrait aussi étre obtenue par la théorie du mouve- 

ment relatif associée à la remarque de la page 10. 

Elle sapplique au cas important ou la seule force donnée est la 

pesanteur: en effet on a alors 

D = — gsina, Y = —gcosa, 

de sorte que la relation (19) est vérifiée si lon fait 

ge IUE 
d'ou 

1 sey 
Cette courbe est celle que nous avons déjà trouvée à la page 16. 
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€ étant une fonction arbitraire de ¢. On peut done dire que l'équation 

du mouvement d'un fil homogène pesant dans un plan fixe 

9 op 9p"? y apf yal 1 D ts (OP v A 
le: + A.) —(p +p Mera — 4 cosa) | + (p'-+ p (s —g sin a) — 0 

admet l'intégrale 

p= — cosa — ysina + À + 0 

c'est à dire 

p = Ele — cosa) — | À IU I 4| sina + A + ct + c" 

ou & est une fonction arbitraire de t,c,c,c” des constantes arbitraires 

et A une fonction de 4 définie par l'équation 

] 5 
sin” 4 

gunt quib tne 
DIR 

ce qu'il est aisé de vérifier directement. 

4°) Enfin, s'il existe trois relations linéaires homogènes à coefficients 

constants entre 4,, 4,, 4,, 4, ou deux relations linéaires homogènes à 

coefficients constants entre A,, 4,, A, on en déduira 

A, — A, = A, 

ky k, I, 

k,,k,,k, étant des constantes, c'est a dire 

p sing + 20 C0S4 — —p' cosa + 2p sing om Ê = Lm 
I, i, Ie, 

d'ou lon tire par l'élimination de = une valeur constante pour a, ce qui 
4 

est impossible puisque, dans tous nos calculs, « est pris pour variable 

indépendante. 

Cependant ce résultat suggére lidée que le fil peut affecter la forme 

d'une ligne droite de direction fixe. On verra sans peine si un pareil 

mouvement est possible en cherchant à vérifier les équations primitives 

(1) en posant 
© — Ë + scosa, y = 7 +ssina 2 
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a étant une constante, s l'arc de courbe et 5,» des fonctions de ¢; ce 

qui n'offre aucune difficulté. 

S. On résoudra de la méme facon d'autres problémes analogues 

aux précédents. 

Cherchons, par exemple, en supposant que la force extérieure ne 

dépende que de la position de l'élément, si le mouvement du fil peut 

étre représenté par un glissement le long d'une courbe restant homo- 

thétique d'elle-même par rapport à l'origine. 

Pour que les deux droites 

z sina — y cosa = F(a) 

x sina — y cosa = Fa) 

enveloppent des courbes homothétiques par rapport à lorigine, il faut 

et il suffit que l'on ait 

F(a) = EF(a) 

k étant le rapport d’homothetie. Nous avons écrit l'équation de la tan- 

gente au fil 

x sing — ycosa = p'; 

quand ¢ varie, p' devra être multiplié par un facteur indépendant de a; 

p sera done de la forme 

et p de la forme 

p = A80 + 0, 

A étant fonction de «, 0 et 6, fonctions de ¢. Alors 

s = p +p” —(4 + A0: + 8, 

pg drg-(A + 4")8, 

x = 6(A'sina + A” cosa) 

y = 0(— A’ cosa + A" sina); 
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et l'équation du mouvement devient, en faisant » constant 

9 , , , , m Pr , ^r 2 (t4 + AN + 0]? — eu + ANY 8) 
+94 + A")(0 + A0" + 67) = o. 

Les quantités 9 et % sont supposées fonctions de z,j,a: 

o Q(r,y,«) = O[O0(A'sina + A"cosa), 0(— A'cosa + A"sin a), a] 

D I Va,y, a) = V[0(A'sina + A” cosa), 0(— A'cosa + A” sina), a]. 

Telle sera l'équation qu'il faudra vérifier par une fonction A de a 

et des fonctions 6 et 4, de ¢. Il pourra se faire qu'il n'y ait d'autre 

solution que celle qui consiste & supposer @ constant: on retombe alors 

sur le probléme de M. LéauTÉ (N° 6). Un cas particulier digne d'être 

signalé est celui où ® et W'seraient homogènes en x et y; alors une certaine 

puissance de 6 se mettrait en facteur devant ® et V, et l’équation à 

vérifier rentrerait dans le type (12). ; 

Nous nous bornerons à traiter le cas où il n'y a pas de forces ex- 

 térieures: 9 — V'— o.  L'équation peut alors s'écrire 

(20) 20°(A + AA + A") + (005 + 20'8)(A" + A") 

+ 8e"[(4* + A”)(A — A") — (4" + 4)4]—0, : 

relation du type (12) où on ferait n= 3 et 

T pgs T 891 260, » T, = 86" 

Sad and PA"), nerd] nde b A b. | 

E = (A’ + AA —— A”) = (Ax -E Am Ar. 

Les quantités T°, T,, T, ne peuvent pas étre linéairement indépendantes, 
| 1? 2.7 3 I 

car A,, À,, A, devraient être nulles ce qui entrainerait 

A! + A"! — o, 

et la valeur correspondante de À ne définirait pas une courbe mais 

un point. 
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De méme les quantités A,, A,, A, ne peuvent pas être linéairement 

indépendantes, car T,, T,, T, devraient être nulles, ce qui entrainerait 

DE () — const. 

et on retomberait sur le probleme de M. L£AvTÉ (N° 6). 

Supposons que les quantités 7,, 7,, T; soient liées par une relation 

linéaire à coefficients constants: 

k, 0'* + k,(80; + 200) + 5,06" =o, 

alors on aurait 

2(A X AD AU) FA A td Edo rs Ae p 

k = k I ; 
1 2 3 

les deux premiers rapports fournissent une relation qui exige A’ + A"" — o, 

ou A AY — SL. cest à dire aussi A’ + 4” — 0: cette solution avec 
luo 

l'hypothèse qui lui a donné naissance, doit donc étre rejetée. 

Il ne reste done plus qu'une maniére de vérifier l'équation (20), 

c'est de supposer que les quantités À,, 4, , A, sont liées par une relation 

linéaire à coefficients constants 

(21) 2e (A AN AE A) EE eU qe in) 

+ 14,3 2a) Zn Aa A) A 

alors on aurait 

0*  00,--20 0; 06" 
(22) ST = +. 

6 C, ja 

Comme 6, n'est pas nul, posons 

e c 
E = 

€ 2 
3 

nous aurons 

20' [22 
——C——0 

[7] 0 4 

d'où, aprés deux intégrations bien faciles, 

(23) 8 — k(t-- Sy? 
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en supposant c différent de 2. Dans le cas particulier où c — 2, on 

aurait 

(24) B dete 

Quant à la fonction 6,, elle est donnée par la relation 

00; + 20'0; = a00" 

dans laquelle on à posé 

On en tire 
: aly b 

= ii 
à. c + I [7] 

b étant une constante arbitraire, d'où enfin 6, par une quadrature im- 

médiate 

8, — 84b lis 

On déterminera À à l'aide de l'équation 

(25) c(A + A"(A' + A”) + a(4' + A”) 
+ (A’ + À'")(4 mat A!) — (A" + A AY — O, 

En écrivant cette équation 

c(A + ANA + 4) + a(A’ + A”) — [A + A”) A” + (A" + A") AT 

+ AA’ + AA" = o, 

on reconnait que l'on peut intégrer tous les termes et l'on obtient l'inté- 

grale première 

(26) e(A+ A")! J- 2a(A + A") — 2(A’ + A”) A+ A* — A? 244" — f, 

f étant une constante arbitraire. La détermination de À est donc ramenée 

à l'intégration d'une équation du troisième ordre et comme cette équation 

ne contient pas la variable indépendante, elle peut se ramener au second 

ordre. 
Acta mathematica, 12. Imprimé le 24 septembre 1888. 5 
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Cas particulier. Supposons la constante a nulle. L'équation différen- 

tielle qui donne À se réduit alors à l'équation 

(27) e(A + AA + A”) + (4* + 4”)(4 — A”) —(4" + ANA = 0 

homogène et du second degré à coefficients constants. Si l’on essaye 

de vérifier cette équation par une fonction de la forme 

A = Aer 

où À et x sont des constantes, on obtient pour déterminer x l'équation 

(1.12%) 220 Be) re B 

qui, aprés suppression du facteur x(1 + x") donne 

c(1 + x) + 1 — 2x7 — o. 

Ainsi en supposant 
2 NT 

e=—— 
IN LE 

l'on a la solution A = 2e". La valeur (23) trouvée pour 6 devient 

1-—2x? 

B Kei eras 

et celle de 6, 
4x*4-1 

Ner Medios bip . 
& b ee M. 

Done enfin 
1—2x 4x7+1 

p= A8 + 0, = pe@(t +1)’ +v(t +4) ? 

j et » désignant des constantes arbitraires. 

Pour voir quelle est la forme de la courbe à l'instant /, calculons 

les coordonnées x et y par les formules 

x = p'sina + y" cosa, y = — p' cosa + p" sina, 

nous aurons 
1—2x* 

a — nxe"(t + t,) * (sina + x cosa) 

1--2x? 

y = pre (t Li) ? | (— cosa + x sin a), 
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ou, en coordonnées polaires, en appelant A le 'ayon vecteur et 0 l'angle 
- I 

polaire et posant ; B^ 

= 1—2x* 

R= pr + ce*(t + 4) ? 
— cosa + xsing 

d sina + zcosa — tg (a — 4), 
d'ou 

a—= a, +0 

et enfin 
» : 1—2x? 

R = pri + PEM! +1)’, — à 

équation d'une spirale logarithmique. En écrivant 

1—2z* 
= «[? +ag+ — log (¢ Ho] 

R = Lx Vi de xe ax , 

on voit que, quand £ varie, cette spirale tourne autour de l'origine avec 

une vitesse angulaire © donnée par la formule 

2 
— 2x* I 

3x HE 

(d I 
uem ropas DE (6 4-4) = 

En méme temps que cette spirale tourne, le fil glisse sur la spirale. 

La tension 7 est donnée par la formule 

Re 'ep op” 7 ET n ap, 

r-(T.T) CES DETTE 

en y remplaçant p par la valeur trouvée 

1—23x? 4x*--1 

p —e€6*8.-r6,-— pet +2) * Hé + Eh”. 

Zona s s * 

= [(1 + x )e B +- a — x'(1 + )e 80", 

ou, en réduisant à l'aide de la relation 

00" = a + x) 0’, 

23x. XI 

= 4 2(1 + dert + 6°. 
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Remarque I. Lorsque x est nul c'est à dire c égal à — 1, l'équation 

qui donne À admet la solution 

Fil = G2 

et la valeur trouvée pour p devient 

p — (pa + v(t + t). 
Le fil est alors disposé suivant un arc de cercle de centre O et de rayon 

variable | 

Rn 

Cette expression de our le cas où x = o, s'obtient facilement comme I m , 
limite de celle qui a été trouvée dans la supposition x 2 o. 

Remarque II. Pour obtenir la solution que nous venons d'étudier, 

nous avons posé 
2x' — I 2 Hoe 

(f m T X — 

Tau) pes 

cette solution n'est admissible que si c est compris entre — I et 2; car 

si c était en dehors de ces limites x deviendrait imaginaire ainsi que la 
x0. valeur Ae" trouvée pour A: les expressions trouvées pour 6 et 6, con- 

viendraient encore, car elles ne dépendent que de x”. 

Par exemple, si c — — 2, la valeur de x est 2 jr: dans ce cas, 

l’equation (26) dans laquelle on pose 

d A —oM 

se transforme en la suivante 

wu’ +u= —f 

qui donne immédiatement 

uw = 2Gcosa + 2H sina — f 

G et H désignant des constantes. La fonction A est alors donnée par 

l'équation 

(28) A? + A? = 2G cosa + 2H sina — f; 
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d'ailleurs les valeurs de 60 et 4, deviennent, puisque 

I 
x! E Vua Ü = — 2, 

"di b MEE ULP EE | a = plog(t + 4); 

d'où, pour p une valeur de la forme 

vl 

p = kAG +4) + hlog(t + ¢,), 

A étant donnée par l'équation (28). Pour des déterminations convenables 

de G, H,f cette équation (28) admet une intégrale de la forme 

[74 net? 

AT COS > + M sin > 

L et M désignant des constantes. 

Les mêmes méthodes permettraient de trouver les mouvements du 

fil qui consistent en un glissement du fil le long d'une courbe de forme 

invariable animée d'un mouvement de rotation autour d'un point fixe 

du plan. Mais nous ne nous arrétons pas à cette question et nous passons 

à l'étude des oscillations infiniment petites. 

II. 

Oseillations infiniment petites autour d’une position 

d’equilibre stable. 

9. Supposons que l'on ait vérifié les équations d'équilibre (11) en 

y mettant pour p une fonction p, de « et pour 7' une fonction 7, du 

méme angle: nous appellerons o, le rayon de courbure de la figure 

d'équilibre exprimé en fonction de a, et s, lare de courbe exprimé en 

fonction de a, de sorte que 

11 E —— 5 

il da 

enfin la densité m qui est une fonction donnée de l'arc, sera dans l'équi- 
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libre une fonction de « que nous désignerons par »4. Si l'on écarte le 

fil trés peu de cette position d'équilibre supposée stable, et si l'on im- 

prime à ses points des vitesses trés petites, le mouvement du fil con- 

sistera en de petites oscillations autour de la figure d'équilibre. Dans ce 

mouvement qui est défini par les équations (7), p conserve une valeur 

voisine de p, et 7’ une valeur voisine de 7', de sorte qu'on pourra poser 

p—pn-ts, TE CIS 

s ct W étant des fonctions de « et / qui, ainsi que leurs dérivées, con- 

servent des valeurs trés petites pendant toute la durée du mouvement. 

En substituant ces valeurs de p et T dans les équations du mouvement 

et ordonnant suivant les puissances croissantes de e, W et de leurs dé- 

rivées, on aura d'abord une partie principale qui sera nulle en vertu 

des équations d'équilibre, puis, en négligeant les termes d'un ordre su- — 

périeur au premier par rapport aux fonctions e, W et à leurs dérivées, 

on aura deux équations linéaires donnant ¢ et W en fonction de a et f. 

Si lon substituait la valeur p — p, + = dans l'équation (8), on aurait, 

par cette méme méthode, une équation linéaire du quatrième ordre don- 

nant ¢ en fonction de a et f. 

Il.sera facile de faire l'application de cette méthode au cas ou les 

forces ® et ¥ dépendent seulement de «. Mais, dans l'hypothèse actuelle, 

(0 et ¥ ne dépendant que de a), on arrivera à des équations plus com- 

modes en partant des équations du mouvement sous la forme (10). 

Affectons de l'indice 1 les valeurs des quantités € , 5, 9, m dans la po- 

sition d'équilibre, toutes ces quantités étant supposées exprimées en fonc- 

tion de a; et désignons par 31, 8,91, les dérivées de ces quantités 

par rapport à la variable « dont elles dépendent uniquement, de sorte 

que s; —p,. Les équations d'équilibre seront, d’après (10) 1 

|^ uu pL Wd v 
m" 90 

vm,p, 

2 T - 2s 2 ATI. 
=, 20 

vm, p, 

Dans le mouvement oscillatoire, les valeurs de 3 ,5,,, different peu 

de.& 1, Som web lon peut poser 
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T—T + VJ, = s +2, PP, Toe, 

on aura donc 

mp — mp, + Mo + om; — m,p, + (om), 

(om,) désignant la dérivée du produit om, par rapport à a; par con- 

séquent 
E ' 

2 I I (om,) . I I | Tee (am, ) 
] I ; 
ymp v map, mp; 

ua NE 3 
ULT UR (m.p, )* 

En faisant les substitutions précédentes dans les équations du mouvement 

(10) et tenant compte des équations d'équilibre (29), on obtient les deux 

équations suivantes 

/ eR, hc eR atis cu 2*3, 
—)—-$S (Ri? ——/)— R — +- Ri’ — V(R, “in 5) ;&l A 1 24? ) R, 94? 2 1 du: 

(30) 3 3E p sek, 1 9% 
ui da BE: a m, 9L 

dans lesquelles on a posé pour simplifier 

ei 

s ñ oc 

1 
yn, 94 

Dans ces équations /,, 3, et m, sont des fonctions connues de a: l'inté- 

gration de ces équations donnera V et r en fonction de a et f. Ayant 

trouvé c en fonction de a et /, on aura o — —- et, par suite, la formule 
1 

s—s-eck 

donnera l'expression de l'are du fil en fonction de a et ¢, c'est a dire 

l'équation intrinséque de la courbe suivant laquelle est disposé le fil au 
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temps f. Les coordonnées d'un point du fil seront données en a et # 

par les quadratures 

a = [ds cos a -— COS a + [do cos a =a, +6& 

y — [ds sin a = fds, sina + [do sina — y, + 7; 

x, et y, étant les coordonnées d'un. point de la figure d'équilibre ex- 

primées en fonction de a, et € et » les différences trés petites qu'il y a 

entre les coordonnées de la position qu'occupe à l'instant ¢ le point du 

fil où la tangente fait avec l'axe Or un angle à et les coordonnées de 

la position qu'occupe dans l'équilibre le point où la tangente fait avec 

laxe Or le méme angle. En faisant les quadratures qui donnent £ et 7 

& == [doe cosa, 4 = [do sin a 

il faudra ajouter aux seconds membres des fonctions arbitraires de #. 

Comme on a en général 
5 ai! 

Sip s D » 

on aura 

SO puc pisce, uec eer 

relation qui donnera e quand on connaitra a en a et f. 

10. Exemple. Supposons que la seule force extérieure soit la pe- 

santeur: alors 
D = —gsina, Y = — $9 cosa 

y + P=0, p d — o. 

Les équations d'équilibre donnent 

= I 
— IK. Tr —— G cosa; 

ym,Pp, 

T x 1 

K et G désignant des constantes. Puis les équations (30) du mouvement 

oscillatoire deviennent 

GE tae ie NUR Sy 
COST Lm s e COS — 

1 + "ut ) Xn 24° 

eV I 0°r 
2G COSa— = — — —. 

T du m, 9t* 
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Si l'on effectue la différentiation A cos” a) indiquée dans la premiere 
a 

équation et si l'on divise tous les termes par cosa, on peut écrire cette 

équation 

KG”? o*V 
— (7 cos’ a — 37" sin 2a — 47 cos 2a + 27) + zin 
4 [/ 

Cette équation est immédiatement intégrable et donne 

KG? 4 : OV res 
= (7" cos? a — 27 sin 24 + 27) + — =— Fit), 
2 0a (31) 

: F(t) désignant une fonction arbitraire de ¢. La seconde équation secrit, 
I 

en remplaçant — par sa valeur G’p, cos’ a, 
m 

1 

eV Gp, cos a 9*c 
(32) GR Am oe 

= us ; 3 Re ; ol 
On a ainsi deux équations donnant V et r. L'élimination de zm donne 

[/4 

pour déterminer z l'équation du second ordre 

2 

(33) KG(z" cos? a — 27 sin 2a + 27) — p, cos a, = F(t). 

Connaissant 7, on a V par une quadrature. La tension 7' est liée a I 

par la relation 
T mp = 1" 

si lon appelle, comme plus haut, 7, la tension dans l'équilibre et 

T, + W la tension pendant les oscillations, on aure 

à mE Ve T 
EM + pu———— 3 an Dr E 

mp, c vm,p, 

, x , I Y 

d'où, en développant et remplaçant —— par sa valeur 6G cosa, 
NIST 

KG? b , 

(34) V = G cosa.W — cos’a.7, 
2 

équation qui donnera W. 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 25 septembre 1888. 6 
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Dans l'ouvrage intitulé: Advanced rigid Dynamics, by E. J. Rourn 

(London, Macmillan and Co. 1884) la question des oscillations planes 

d'un fil homogène pesant autour d'une position d'équilibre se trouve traitée 

par une méthode particuliere, conduisant aux résultats suivants (loc. cit. 

p. 311). M. Rourx prend pour variables indépendantes le temps ¢ et 

l'angle « que fait la tangente en un point P du fil avec l'axe des coor- 

données x dans la position d'équilibre. Soit ç langle que fait la tangente 

au point P à l'instant ¢ avec la position qu'occupe cette tangente dans 

léquilibre, U la variation que subit la tension au point P quand on 

passe de l'équilibre au mouvement. Les quantités g et U sont des fonc- 

tions de a et ¢ qui restent trés petites pendant le mouvement. M. hovrH 

donne pour déterminer ces fonctions les deux équations 

4 coe ea = ea 

(3 5) cos a dt? J da "da w 

0 d'e d'e x d (- cos J 

de d? ( U cosa 

w 

dont la seconde est iminédiatement intégrable et donne 

(36) dr w 

d (RES) = agg + C, 

C désignant une fonction arbitraire de ¢. Dans ces équations w est une 

constante et o, désigne le rayon de courbure de la position d’equilibre 

exprimé en fonction de a. 

Pour comparer ces équations à celles que fournit la méthode géné- 

rale dans le cas ou la seule force extérieure est la pesanteur, cherchons 

comment les variables que nous avons appelées 7 et V sont liées à ¢ 

et U. Dans nos équations Tart s est une fonction de a et ¢ 

s=s, + o — s,(a) + o(a,t) 

en mettant les variables en évidence. Dans léquilibre la longueur de 

lare jusqu'au point P est 

puisque g est alors nul. Pendant le mouvement l'angle « que fuit la 
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.tangente au. méme point P avec l’axe Ox est à + e; on a done aussi, 

à l'instant. ¢ 

s — s (ad g) + o(a ^ ef) 

d'où, en développant par rapport aux puissances de c et ne conservant 
que les termes du premier ordre 

s— (a) + me + ala, t. 
En égalant cette expression de s à la précédente, on a 

PP + ofa, 0) — o, 

o mg ie 

p mp, 5 mp, À 

Mais, dans la position d'équilibre on a 

I 
mo = =—— 
uh G* cos? a’ 

done enfin e et c sont liés par la relation 

(37) oe = — Gr cos! a. 

De méme en appelant 7T, ou 7\(a) la tension dans l'état d'équilibre en 

fonction de «, nous avons posé pour le mouvement 

T — T, + W — T(a) + W(a, t) 

done, au point P ou la tangente fait avec Or un angle 4+ ¢, on a 

dT. 

da 
T — Tia + e) + Wa + e, — Ta) + e c + Wa, 0). 

Cette valeur de la tension est ce que M. Rovrm appelle 7; + U; on à 

done © 
aT 

U — rw. 
im i da 

ou bien, comme 

TRE p = — (Pr cos’ a. 
1. G cos a’ ? £ 

U = — KGrsina + W. 
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Si l'on multiplie cette relation par G cosa en tenant compte de la rela- 

tion (34) qui lie W à V, on a 

KG'^z cos’ a 
GU cosa = — KG^csina cosa + = + V 

ou 
KG? 

> GU cosa — Jon EUN E 
2e uiri 

et enfin, d'aprés la relation (37), 

Kd 
(38) GU cosa = ue 

Ces formules (37) et (38) donnent nos variables + et V en fonction des 

variables e et U de M. Rourn: elles permettent de passer de nos équa- 

tions à celles de M. Rourn ou inversement, comme on s'en assure aisé- 

ment en donnant aux constantes les valeurs correspondantes 

7j m ge = Kos 

Remarque. Quoique notre variable « ne soit pas la méme que celle 

que M. RovrH désigne par la méme lettre, les équations obtenues avec 

les deux systémes de variables sont identiques parce que ce sont des 

équations approchées. Kn effet appelons a l'angle que fait la tangente au 

fil en un point P avec Ox dans la position d'équilibre, et « ce que 

devient cet angle au temps ¢: on aura 

a — a + 9. 

Dans les équations de M. RovrH les variables indépendantes sont a et ¢, 

dans les nôtres a’ et ¢. Si done F est une fonction de a’ et ¢ on pourra 

Yexprimer en « et / en y remplaçant a’ par sa valeur a + e et lon 

aura, si l'on désigne par la lettre à les dérivées partielles dans le système | 

de variable «,/ et par d les dérivées partielles dans le système des va- 

riables a’, ¢ 

94 da 

ay) oF dF , dF 5 
X LE LI 

or dF i 

( 04 / 9 

Mais si F est une fonction qui reste trés petite pendant toute la durée 
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du mouvement, comme ies fonctions appelées U, V, W, 5, 7, ¢, on aura 

en negligeant les termes du second ordre 

°F dr oF ak 
94 n da! 1 ot dt 

comme si les variables « et o' étaient les mêmes. Aussi, dans tout ce 

qui suit, nous continuerons à désigner ces deux variables par la même 

lettre « en les confondant lune avec l'autre. 

11. Etude de l'équation différentielle. En faisant comme plus haut 

Qh Ux 52 g = — @’rcos’a 

et désignant par f(t) une fonction arbitraire de /, on ramene l'équation 

(33) à la forme donnée par M. Rouru 

3° OK 
(40) at 4p ——. F = f(t), g cosa 

^, étant une fonction connue de a. 
Tout d'abord, si ¢ est une solution de cette équation pour une 

: A . A : 9 E 
certaine détermination de la fonction f(t), la fonction = est une solution 

+ ; dcc PR NT à de l'équation obtenue en remplaçant f(t) par la dérivée 76 de même 
œ 

la fonction fet est une solution de l'équation obtenue en remplacant 

f(t) par lintégrale foa, à condition que la fonction arbitraire de a 

qui figure dans l'intégrale feat soit convenablement déterminée. Si ¢, 

et c, sont deux solutions correspondant aux déterminations f(t) et f,(4) 

de la fonction arbitraire /(t), la fonction 

Qc À zi INA 

sera une solution correspondant à la détermination Àf + 2,f, de la 

fonction f, A. et A, désignant des constantes quelconques. La combinaison 

de ces deux propriétés permet de déduire de chaque détermination. de 

f(t) pour laquelle on connait une solution de l'équation, une infinité 

d'autres déterminations de cette méme fonction avec des solutions corres- 

pondantes. 
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Cherchons si l'équation (40) peut admettre une intégrale de la forme 

op — AG 

A désignant une fonction de a et @ une fonction de / dont les dérivées 

respectives seront appelées A’, A", 0', 0". Nous aurons en substituant 

” 7 O(4" + 44) — 7 — f(t) = o, 

équation qui rentre dans la forme (12). Suivant la méthode employée 

au sujet des équations de cette forme dans le N° 5, deux cas sont à 

distinguer 

1°) Supposons qu'il y ait une relation linéaire à coefficients constants 

entre les fonctions de a 

: ^" A 
(41) A” + 44, £1 G cosa’ +? 

relation de la forme 

kA" + 44) ip + 0, 

l'on devra avoir 

Br Ah Glial Ane). 
i, k, ke 

d'ou en écartant le cas de k, = o c'est à dire de f(t) = 0, cas que nous 

examinerons à part, 

f(t) = Acos xt + p sin xt, i) E Rd cos xf + p Sin xf) 
3 

ou x est la quantité 

jfi 
k, 

et A, des constantes. Comme l’on peut, sans changer la solution e = 46 

I , fi : a 3 
remplacer A par — A Pr et 9 par — 3 on voit que, si f(t) est de la 

1 g 

forme À cos xt + p sin x{ on aura une solution en prenant pour 6 la quan- 
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tité Acoszt + psinx et pour A une intégrale de l'équation linéaire 

avee second membre 

(42) | A+ 44 + x 4 — x. 
g cos 4 

On en conclut une intégrale de l'équation aux dérivées partielles pour 

le cas plus général où f(£) serait de la forme 

i=n 

f(t) = XA cos xt + p, sin x,t, 
i=] 

À, iy X, étant des constantes. Cette solution sera 

i=n 

Em 2 A,(À; cos x,t + pi sin xt) 
= 

ou 4, est une intégrale de l'équation (42) dans laquelle x possède la 

valeur x.. 

2°) Supposons qu'il y ait, entre les fonctions (41), deux relations 

linéaires homogenes à coefficients constants 

Pi A A" +44 =k,, 
gesa , * 

Alors, en intégrant la premiére on a 

44. =k, + À cos 2a + p sin 2a 

4gk, cosa 

k, + À cos 24 + sin 24 (43) f^ 

Ce cas ne peut done se présenter que si la densité du fil suit- une loi 

d'aprés laquelle l'équation intrinséque de la figure d'équilibre soit de la 

forme (43); c'est ce qui arrive par exemple si la figure d'équilibre est 

une cycloide (A = y — 0). Les fonctions 0 ; 0" et f(t) sont, dans l'hypo- 
LA 

thése actuelle, liées par la relation. unique 

k,0 — k,8" — f(t) = o 

qui donne immédiatement 6 quand on a choisi /(f), car cette relation 

est, par rapport a 6, une équation différentielle linéaire à coefficients 

constants avec second. membre. 
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Cas particuliers. Supposons que la figure d'équilibre du fil soit 

symétrique par rapport à une verticale et que les deux points d'attache 

du fil soient à la méme hauteur: alors, si les conditions initiales sont 

symétriques par rapport à cette méme verticale, la symétrie persistera 

pendant toute la durée du mouvement. Dans ce cas la fonction arbi- 

traire f(f) est nulle comme le montre M. RovrH. En effet ç est alors 

une fonction impaire de a, p, une fonction paire de «: ce qui exige 

f(t) = o. L'équation devient donc dans ce cas 

9g p, 9g 
(44) as C AP T Geos aad! © 
Si lon pose, comme ci-dessus 

p 

A dépendant de a seul et 0 de ¢ seul, on aura nécessairement 

n kp, == 

(45) zw base eee 
0" —k0 = o 

k désignant une constante arbitraire. Soit 

"Ace cea th) 

une intégrale impaire en a de l'équation (45), l'équation aux derivees 

partielles (44) admettra l'intégrale impaire en « 
ky ky 

g — [ à) cost VE (dk + f ola, E) sin t y — 1 f, (h)dk 
ky ko 

avec deux fonctions arbitraires f, et f,. 

Parmi les cas où l'équation (45) se ramène à des formes connues, 

les plus simples sont les suivants 

1) o, — acosa. La figure d'équilibre est une cycloïde; ce cas se 

trouve examiné dans l'ouvrage de M. Roux (loc. cit. p. 313). 

2) 5 = x'sn'a cosa + hcosa, x étant le module de la fonction el- 
€ 

liptique sna et k ayant la valeur n(n + 1), n désignant un entier 
queleonque. L'équation (45) est alors une équation de LAMÉ 

(46) A" = [— n(n + 1)x! sn*a + kh — 4]A 
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et & posséde la valeur 

9: — À, cos /n(n + 1) + u Sinfyn(u + 1). 

Soit d'après la methode de M. HruwrrE f,(4) une solution de l'équation 

de LawÉ (46); la fonction f,(— a) sera une autre solution et 

f. (a) — f. C— a) 

sera une solution impaire de l'équation. Alors la série 

nz c 

c -l [A, cos Fn (n + 1) + pt, Sin tva (n + DA (2) — f. (— ©] 

définit une fonction impaire de a satisfaisant à l'équation aux dérivées 

partielles: pour ¢ =o cette fonction et sa dérivée par rapport à f se 

réduisent aux valeurs 

(e) = z A f. (a) — f.(— a)], 

2c n-—«u 

ter] = > 
ot 0 n=0 

Bat + DU (a) — f. C— @))- 

5 à che NES (do : 
Comme, d'après les conditions initiales (c), et ipe sont donnés en 

\ 0 

fonction de a, on connaitra les coefticients A, et w, de ces développements 

-et, par suite, l'intégrale c. 

Soient 

ces fonctions seront impaires en a à cause de la symétrie supposée. On 

est done ramené à ce probléme d'analyse: développer une fonction impaire 

de x donnée entre les limites — a, , + a, en série de la forme 

na 

Alle) — f. C— 9)1 

convergente entre ces limites. 
Acta mathematica, 12, Imprimé le 27 septembre 1888. 
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^. B + Csina Ms D sin*a 
P, - , B,C, D étant des constantes; dans 

COS 4 

ce cas, l'équation (45) prend la forme 

a+bsina + esiu’a 4 AU s - == 6) 
COS 4 

a,b,c étant de nouvelles constantes; et cette derniere équation se réduit 

facilement à celle de la série hypergéométrique de Gauss. En effet, en 

faisant d'abord un changement de fonction et posant 

FE CON e. te" (© — 2). Z, 
Tee 

Z étant la nouvelle fonetion inconnue, on pourra déterminer les exposants 

à et y de facon que, dans l'équation en Z, le coefficient de Z soit égal 

à celui de Z" multiplié par une constante »; il suffira pour cela de vé- 

rifier les trois équations 

pg -—AÀ—v»—a, p — 2àÀp = —b, = —» —0c 

qui déterminent 2, et ».  L'élimination de » et y conduit, pour calculer 

À, à une équation du quatrième degré qu'on abaisse au second degré en 

prenant pour inconnue À*— 4. Les constantes A, 4 et » étant ainsi dé- 

terminées, l'équation qui donne Z prend la forme 

nu — Àsin a 
Z'-p2———— 4 + yf =0 
z ui COS 4 + 

et se réduit à l'équation de la serie hypergéométrique si l'on fait le 

changement de variable indépendante 



LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE TRIGONOMÉTRIQUE 

SUR UNE MÉTHODE POUR OBTENIR 

DE QUELQUES FONCTIONS ELLIPTIQUES 

PAK 

M. LERCH 

à PRAGUE-VINOHRADY. 

Je vais développer une méthode directe et trés simple pour obtenir 

le développement en série trigonométrique de la fonction 

ou 

= 1 2 X (—- 1)"g" cos 2nuz, 
n=1 

q = D 

Ladite fonction admettant la période 1 et restant finie à l'intérieur de 

la bande indéfinie limitée par les deux paralléles à laxe réel menées 

par les points # = +-, pourra s'exprimer par une série de la forme 

ou lon a posé 

(1) 

Acta mathematica. 12. 

x 

Di D, (x ) DEN P 

n=—on 

1 

Siar age 
®,(x) = Mle EU) onu tig 

Ar) 

Imprimé le 27 septembre 188$. 



Sr bo M. Lerch. 

Je considère d'abord l'intégrale 

qui définit évidemment une fonction entière transcendante de la variable x. 

D'après la formule 

res AM er m n ,,—nziu2a2d-ni) Yin aN dci + no) er (x), 

dans laquelle m, » représentent des nombres entiers, nous aurons 

(3) P(x = m + nz) — (— Meme UNA @, (a). 

Or l'intégrale au second membre de la formule (1) s'évanouissant pour 

x = O toutes les fois que n est différent de zero, il résulte de l'équa- 

tion (3) que la fonction ®,(x) sannule en posant 

ro =m + nr, key) 

de sorte qu'elle peut se mettre sous la forme 

, I (x) 
(p T) —— 1 G d 

(4) P (x) sin ze rr) 

ou G(x) désigne une fonction entière transcendante qui peut se réduire, 

bien entendu, à une constante, et où nous avons posé comme il est d'usage 

ica +1) 

dla) 22 (— 1)'q sin (2m + t)uz. 

L'équation (4) combinée avec la formule (3).et avec l'équation connue 

8. (x + m JE AT) = (— p MET lan), 

nous donne la suivante 

Ge in. Nc) fom ys 4 

(5) — RENE = $m), 
sin 7(« + m + nc) à (a) Aesch 

dont nous allons conclure que G(w) est une constante. 

Supposons à cet effet que = se trouve représenté par un point quel- 

conque appartenant au parallélogramme des périodes dont les sommets ont 
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+ pour affixes les quatre quantités + - +=, de sorte que la fonction #,(x) 
via 

ne sannule qu'au point z — o. En supposant uw 20 ce point sera de 

méme un zéro de la fonction @,(x), et on aura d'apres un théorème bien 

connu de M. Darsoux', la formule 

(6) d, (c) = Ard (a^), 

ou [A] <1, et où +’ appartient aussi au parallélogramme des périodes. 

Comme on a 

E sau Pole + 1) 

il existe une quantité finie M telle qu'on ait, pour toutes les valeurs 

de x en question et pour toutes les valeurs de » différentes de zéro, les 

deux inégalités 
1 

| O(a) | < Me, 
xv 1 

l | < M3, 
D» (xv) 

1\ 

dont on conclut, au moyen de la formule (6), l'inégalité suivante 

(7) 
|S 

Or chaque quantité z, dont la partie imaginaire se trouve en dehors 

d'un certain intervalle fini (— fi... fi), pouvant se mettre sous la forme 

v + m + nz, où n 2 O, on obtient des formules (5) et (7) l'inégalité 

(8) | 6 (2) | < AZ| sin ze | 

qui est satisfaite pour chacune des dites valeurs de z. Ensuite, la fonc- 

tion (2) admettant la période 1, on aura de même G(z + 1) = G(z), 

et par conséquent on pourra exprimer cette derniere fonction par une 

série toujours convergente de la forme 

Ga) E ARES, Ee [nuc 

! Ce théorème peut être ici remplacé par un semblable dà à M. Mansıon. 
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Cela étant l'inégalité (8) se 

x 

> 4 æèn 
PESE 

n--—— 

or 

z?n 
> ARE 

N=—% 

M. Lerch. 

decompose en les deux, suivantes 

at | « M. youn [53€ 

=] | —UM pour | é| Ses 

et celles-ci entrainent Jes suivantes 

| oM e pes sours Een", 

et 

| A, | cd M | e es pour || Se 

qui exigent que l'on ait 1 A, — o sauf pour » — o. Il faut donc que 

lon uit G(z) — A, et l'équation (4) deviendra, par conséquent, 

(I) D, (x) = | 
c 

0 

"a r+ 1) ale) 
du = — 

9 (n) HH, sin zx 
[U 

puisqu'on obtient sans peine 

Ensuite l'équation (5) fait voir que 

\ 

de sorte qu'on aura enfin 

: 4 
Y 0.0.0 o (III) DU. » 

formule dont on conclut la 

membre. 

j 2 (w + a) 
(1II^ = 

(II) D,(r 
I Da (Pa) 

) = = Am tur e 
GG TEE S 
9,9.9, sim z(x + nc) 

m + a) > grnumi 

as 

w))(x) S— sin x(x +ur) 
L N=—ı 

suivante, apres une transformation du second 

J,(u)d,(æ) sil 
“4 4z22q"" sinz(2nu + ma), 
1 TE 

les indices sommatoires étant m= 1,3,5,...5 95 — 1,2,93,.... En 
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changeant, dans la formule (IT), x en @+- ou en x + on obtient 
D | = 

aprés des transformations convenables d'autres formules analogues à (III) 

et c'est de ces développements que M. Hermire avait tiré quelques for- 

mules intéressantes de la théorie des fonctions elliptiques.! Je me borne 

seulement à remarquer que la formule (IIl) conduit à la suivante 

4 

PN + x) ; LE - 
m zehn 2) > EN ans ee 

| (0 )9 (a) t 5 \ Tr \ x AN? DE (q )co N 

] 
4 

où nous avons posé, pour abréger, 

ite 2 I ze^ X1 ze 4) e(z) = | quem PAR ae Zu 
1 a 1+ z* MS ut IU 

* I —ze*X1 — ze * 

Ce résultat peut s'exprimer plus simplement par la formule 

a 
4 

D B M Ge + wu) ; 
(IV) 1 (1) 9, (ae) «la 22 lg Du " (d). 

i 
ou l'on a posé 

x , zi NEN cos 2nuz 

E n„4 np 4 

(IV^ Du, q) —(1 T Il LIE. Tg ==} 

n=1 SI — ges I — ge. Lp 

* Ces formules se trouvent dans un mémoire de M. LiPscurrz (Bemerkungen über 

eine Gattung vielfacher Integrale; Journal für Mathematik, t. 101, p. 223) dont la 

seconde partie est consacrée aux résultats de M. HERMITE, 
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SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 

A COEFFICIENTS ALGEBRIQUES 

PAR 

C. GUICHARD 
à RENNES. 

Soit: 

d"z "i - ly 

la? 

(1) 
da! a Ry dr 

qu. E Tod — 8) 

une équation différentielle linéaire et homogene, ou les A, sont des fone- 

tions rationnelles de deux variables z, y liées par une équation algébrique: 

(2) Im y) = ©: 

Soit r — «,y — b, un point de ramification d'ordre m de la courbe 

(2) Supposons que pour z— 4,9 — 60, RB,, R,,..., E, restent finis. 

Je vais démontrer le théorème suivant: 

Si la variable x tourne m fois autour du point a, les n intégrales de 

l'équation (1) reprennent leur valeur initiale. 

‚Je démontrerai ce théorème en supposant # — 4. On verra facile. 

ment que la démonstration s'étend au cas général. J'écris l'équation (1) 

sous la forme suivante: 

3 

2 lis; NE 7. S 8) v Gee or ND ER 
(3) 0 < det Wo rper er St diee Pea 

Acta mathematieu. 12. Imprimé le 4 octobre 1888. 8 
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En vertu de l'hypothèse faite sur les coefficients, P, , P,, P,, P, con- 

tiennent respectivement en facteur, 2 — « , (x — a)’, (x — a)’, (r — a). 

Cela posé, je ramène les m portions de plan qui se raccordent au 

point a à la forme élémentaire par le changement de variable: 

qpo qc 8 

L'équation (3) se transforme alors en la suivante: 

z de „da - 
(4) PX QE | Pure d= + dé Tea Qug = 0. 

Pour calculer les coefficients Q je remarque que l'on a: v J | | 

dhl st Jar 
(x —— i ) Sed rd 

(5) "da m "d£ 

. = : , dz 
En prenant pour F’ successivement, z, (2 — a); ... on aura: 

ceu 

dz Lie eel 
 — 1)— =—,E 5 
( I n de 

) dz I d "dz 
(ag =.) = || (GP d == | 

caeli ca | ni dé es 

d'ou: 
ata D dz ( De 

PU = m —— m S— 
( ) dae in*|^ dé E d= 

Je dis que d'une maniére générale on a: 

dz TE dTz die > Lime f 
6) (a — a)? — = EL — ARE | — Cee a 5% ( / ) da mi dea q1* alee”: SF q2* dar? Sr 

I suffit pour cela de démontrer que si cette formule est exacte pour 

une valeur de q, elle l'est encore pour la valeur suivante. 

Appliquons la formule (5) aux deux membres de la relation (6). 

On aura 

— q+1 dt i: ( \9 012 I = ae a, U2 3 

aw (t Y qx ay? a Er LA 2 ur e. 

( 0) dn ve a 02 + 0,2 = VE 

I dz 
d ly 

EVA 
Cu TE } 

Ar mat! q.s d i q = Dane da EE os | 

CE 
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Cette dernière formule établit l'exactitude de la propriété énoncée. Elle 

donne pour le calcul des coefficients « les formules de récurrence: A 

eg a = 04,1 — (me — 1)q, 

Qi 41,2 = 4, + — mg +g — 1]a, ,. 

Je n'insiste pas davantage sur ce calcul, car il n'est pas nécessaire 

pour arriver à notre but de connaitre ae de ces coefficients, 

En portant les valeurs de (x — a)" * dans l'équation (3) on aura: 
HE 

Q, = 4,, +.mP,, 

: Q, = ty, + a, m P, + m°'P 

Q, — a,, + a, IP, + a, m P, + m’P,, 

e 4*3 p Q, — m P, 

P,, P,, P,, P, deviennent des fonctions de £ qui contiennent respective- 
gm g?m mim mm en faeteur’ Sark emat Sieg 

Les fonctions Q,, Q,. Q,, Q, sont des fonctions holomorphes de € 

dans le voisinage de £—o. Nous poserons: 

x 

Y= Ais. 

Formons maintenant la fonction caractéristique de l'équation (4), 

qu on obtient, comme on le sait, en remplaçant dans le premios membre 
=p 

de cette equation z par £. Nous obtenons: 

CH) HEHE) + Fe, (C) +. 

de F(r) — r(r — Y)(r — ı)(r — 3) + Aor(r — 1)(r — 2) 

+ Are — 1) 4 + At, 
eur) Arr — 1)(r — 2) + Arr — 1) + Ar + AL. > 

Je ferai sur les polynömes Æ et ¢ les remarques suivantes: 
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Remarque 1. Les coefficients A}, 45, Aj, A} ont respectivement pour 

valeur: 4,,,4,,,4,,, ©; ils ne dépendent pas des coefficients des fonc- 

tions P. Il en résulte qu'on ne change pas la valeur de F(r) si l'on 

suppose que dans l'équation (3) on remplace P,, P,, P,, P, respective- 

ment par r——a4,(r—a),(r—«)',(r— a). Dans ces conditions, l'équa- 

tion caractéristique de (3) aurait pour racines 0,1, 2,3. Dans l'équa- 

tion transformée (4) les racines de l'équation caractéristique seront alors 

o,m,2m, 3m. Ce sont aussi les racines de F(r) D'une maniere gé- 

nérale, l'équation: 

(7) r(r — 1)... (r—q + 1) + are — 1)... (r— q + 2) 

+ apr — 1)...(r—4 4-3) +-..=0 

admet pour racines: 

Où, 30, 21 ce (0 — MN, 

ce qui donnerait une nouvelle méthode pour calculer les coefficients a. 

Remarque 2. Les polynómes €,,6€.,...,€, , sont identiquement 

nuls. En effet les fonctions Q ne renferment pas de termes dont le 

degre est 152, 5... M. T: 

Remarque 3. Les polynómes €,,4€,,,..., Goma Ont pour racines 

communes: 

©, 71, 2m. 

En effet si 5, est le coefficient de £"^' dans P, on a: 
LI I 

Cn m. [r(r — 1)(r — 2) + a, r(r — 1) + 0, ]. 

Remarque 4. On voit de méme: 

1° que les polynómes @,, ; Pomsr s «+ + > £a: Ont pour racines com- 

mures 

O,; 

2° que les polynómes Gyn, famiis «+ Cam Ont pour racine com- 

mune 

O, 
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4 Cela posé, cherchons a intéerer l'équation en prenant pour 2 

une série de la forme: 
4 

> el excl. 
0 

On aura pour déterminer c, l'équation: 

(8) e, F(i) + cie — 1) + le — 2) +... + 6e(0) — 0. 

Donnons-nous arbitrairement c,.  L'équation (8) donne pour e, , ¢,, ..., ¢ ‘m—1 
la valeur o. L'équation qui détermine e,: m* 

e, F (m) + e, a gym — 1) +... + 6e,(0)—0 

se réduit à une identité, On pourra prendre c, arbitrairement. On aur: 

ensuite © pour valeur de c,,,,..., €, 3. Puis l'équation qui determine 

C4, se réduit à une identité; c,, pourra être pris arbitrairement. Ensuite 

on trouvera o pour les coefficients €65,,1, Congo» «5 Cm, On pourra 

prendre arbitrairement c,,. A partir de là les équations ne deviendront 

jamais identiques. Les coefficients 6,,,,. ..., € , seront encore nuls. 

Mais aprés le terme c,,, il pourra y avoir des coefficients dont l'indice 

n'est pas divisible par m. 

On démontre dans la théorie des équations différentielles que la 

série obtenue est convergente et donne l'intégrale générale. C'est une 

fonction uniforme de £ et par suite de x, y prés du point de ramification. 
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ÜBER GEWISSE EBENE CONFIGURATIONEN 

VON 

J. DE VRIES 

in KAMPEN (Holland). 

Eine ebene Figur, welche aus p Punkten und g Geraden derart zu- 

sainmengesetzt ist, dass jeder Punkt mit ; Geraden und jede Gerade mit 

x Punkten incident ist, heisst bekanntlich eine Configuration; ich be- 

zeichne sie mit dem Symbol (p,, 7.) falls 7 und x verschieden sind: für 

r = 7 hat Herr Rere die Bezeichnung p. eingeführt. ' 

Die Cf. 8,,9,, 10, sind von Herrn Kaxron,? die Cf. 11, von Herrn 

Martinerti* eingehend untersucht worden, während Herr ScnówrrLirs * 

die regelmässigen Cf. p, einer Betrachtung unterworfen hat. In der fol- 

genden Arbeit sind die Eigenschaften von einigen Cf. (p, , 7,) abgeleitet 

und gewisse Cf. aufgestellt worden, welche sich diesen ungezwungen an- 

schliessen. * 

1. Die kleinsten Zahlen, für welche eine Cf. (p, ,9,) möglich ist, 

sind 9=9,9= 12. "Werden aus einer (9,, 12,) ein Punkt und die 

! Acta Mathematica, Bd. l. Das von mir benutzte Symbol schliesst sich der 

von Herrn REYE vorgeschlagenen Bezeichnung einer räumlichen Cf. an. 

* Sitzungsberichte d. Wiener Akademie, Bd. 84, S. 915 und 1291. 

5 Annali di Matematica, Serie II, Bd. 15, S. FE. 

‘ Göttinger Nachrichten 1887, S. 410 und Math. Annalen Bd. 31, S. 43. 

* Der gróssere Theil jener Eigenschaften ist enthalten in einer Arbeit Over vlakke 

configuraties, welehe in den Sitz. Ber. d. Kón. Akad. d. Wiss. in Amsterdam ver- 

üffentlicht wurde (Serie IIT, Bd. 5). 

Acta mathematica, 12. Imprimé le 4 octobre 1888. 
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vier mit ihm incidenten Geraden fortgelassen, so bilden die übrigen 

Punkte und Geraden offenbar eine Cf. 8,, welche, wie Herr Möıus ' 

zuerst gezeigt hat, niemals reell sein kann. Die ebenfalls imaginäre Cf. 

(9,, 12,) wird demnach von zwei einander ein- und umbeschriebenen 

Vierecken und ihren in einem Punkte zusammenlaufenden vier Diago- 

nalen gebildet. 

2. Jeder Punkt einer Of. (12,, 16,) ist von drei Punkten getrennt;? 

ich betrachte nun zunächst diejenigen (12,, 16,) in denen jeder Punkt 

mit den von ihm getrennten Punkten eine involutorische Gruppe bildet, 

und bezeichne mit 1234, 1'2'3'4', 1"2"5"4" die drei Quadrupel, in welche 

sich die Öf.-punkte alsdann anordnen lassen. Es werde ferner die Be- 

zeichnung so gewählt, dass die Cf-geraden i'i", 2'2", 3'3", 4'4" nach 1 

zielen und die Geraden 1i'2", 1'3", 1'4" bezüglich die Punkte 2,3, 4 

enthalten. Die vollstándige Untersuchung ergibt nun, dass die Ver- 

theilung der 12 Cf-punkte über die r6 Cf.geraden durch jede der nach- 

stehenden Tafeln dargestellt werden kann. 
e 

A. 

| nz V=2712% IX = 313" XT Sa a 

II = 12'2" Vl= 221" X= 32'4" XIV = 42'3" 

III = 133" VII= 234" X1= 331" XV = 432" 

IV = 044" VIII = 24'3" XII = 34'2" XVI z 44'1" 

D. 

T= 0 on V So 142" i Xis= e/a" XIII = 41'4" 

II = 12'2" VI = 22'1” X = 32'4” ATV = 42'373” 

III = 13'3” VII = 23'4" XT = 332" XV = 431" 

IV = 14'4" VIII = 243" XII = 341" XVIz 44'2" 

! Ges. Werke, Bd. 1, S. 445. 

* Herr SCHÖNFLIES nennt 2 Punkte (Gerade) getrennt, wenn sie nicht mit einer 

Cf.-zeraden (einem Cf.-punkte) incident sind. a. a. O. 
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C. 

I= 11°" V = 212" IX = 31'3"” XIII = 41' 4" 

Ti = pre's" VI = 22'3"” X = 32'4" XIV = 4271" 

III z 13'3" VII z 23'4" XI = 33'1" XV = 432" 

IV = 14'4" VIII z 24'1" XII = 34'2" XVI cz 44'3". 

Th 

p 0 on V za12" IX z 31'3" XIII — 41'4" 

IT= 12’2" VI = 22'4" X= 32'1" XIV = 42'3" 

III zc 13'3" VII z 23/1" XI z 33'4" XV = 432" 

IV = 14'4" VIII = 24'3” XII z 34'2" XVIz A441". 

3. Die Cf. A ist dadurch gekennzeichnet, dass je zwei getrennte 

Punkte Gegenecken in zwei von Cf.-geraden gebildeten vollständigen 

Vierseiten sind. Die folgende Tabelle enthalt die r2 Geradenquadrupel, 

welche den verschiedenen Vierseiten angehören. 

HOTTE MI Ca VALER OXTAD E 

DB TE VEE VEL FEICEIDIICXIWÉCXEFI 

DATES TX, QI PORT: EX CXII 

TI Cp KTI Jupes erp ERFURT 

JS NIS XIIR XVI LX. PARAIT ARE. 

Die TER AEE XV: AV RT reek, CPE. 

In der Cf. B zeigen die Paare getrennter Punkte ungleiches Verhalten. 
Während z. B. 1 und 2 Gegenecken in zwei vollständigen Vierseiten 

sind, bilden die mit 1 und 3 incidenten Geraden ein Achtseit, dessen 

Seiten abwechselnd durch 1 und 3 laufen; ich bezeichne diese Figur 

als Sreisersches Achtseit mit den Hauptecken 1, 3. Die von den Cf. 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 3 octobre 1888. 9 
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geraden gebildeten vollständigen Vierseite und Srteinerschen Achtseite 

sind in der nachstehenden Tabelle enthalten. 

TETE ON VI 

DIL S Le GEL. 

IX. X. FETS SLY 

AE OX XS eX 

Vierseite. 

Je IR ILL IV XAT 

TEXTES SC PRESENTED S XP: 

I III TX 3X VG VET ITR 

T ODE XCEDE OVE! POIRIER er 

RE OPE QUA STD ONE. 

qi "he. OT ORG TAUX V TM, 

DIS SEDIT XV ERV Spp VT RE RT: 

IT o KR ER PAR TRAV RTL 

Tn. DLhpe XT XY PTT VD RTV 

IT ADV eV RT y po. RT OR 

Ve XS NIET eT. VIER Ville XML 

Vig AID VIL XV VAT VIE XV Ae 

Achtseite. 

Ein weiterer Unterschied zwischen A und P ergibt sich aus der Be- 

trachtung der Restfigur einer Cf.-geraden, d. h. der Figur, welche die 

von einer bestimmten Cf.-geraden getrennten Geraden enthilt. ' 

In À besteht die Restfigur der / aus zwei Tripeln gegenseitig ge- 

trennter Geraden, nämlich VII, XII, XIV und VIII, X, XV, welche 

mit den Punkten 22’233'3"44'4" eine Cf. (9,, 6,) bilden. Indem. jedes 

Tripel sämmtliche neun Punkte enthält, können diese als Basis eines 

! KANTOR, a. a. O., zweite Abh. 
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C,-Büschels betrachtet werden. Die Restfiguren der übrigen Cf.-geraden 

sind Cf. (9,, 6,).4 von derselben Art. 

In B kónnen die von einer willkürlichen Geraden getrennten Ge- 

raden nicht in zwei Tripel gegenseitig getrennter Geraden angeordnet 

werden. Die Cf. (9,,6,)B, welche z. B. die Punkte 22'2"33'3'"44'4" 

mit den von J getrennten Geraden VII, VIII, X, XI, XIV, XVI bilden, 

besteht aus zwei Dreiecken 33'4" und 44'3" 

drei nicht allineirten Punkten 22'2" schneiden. 

Die Untersuchung der von den Tabellen C und D dargestellten Cf. 

ergibt, dass sie von der Cf. B nicht verschieden sind. 

»Es gibt nur zwei Cf. (12,, 16,), deren Punkte drei Quadrupel 

bilden, in welchen jeder Punkt von den übrigen getrennt ist.» 

Ausser den beiden hier auftretenden Cf. (9,, 6,) gibt es keine mehr; 

man zeigt diess am  Einfachsten, wenn man ausgeht von der einzigen 

, deren Seitenpaare sich in 

(6,, 4,), dem vollständigen Vierseite. 

4. Auf der C,, welche durch die Ecken der beiden zur (12, , 16,) A 

gehörigen vollständigen Vierseite 7 // V VI und 11 11I XIV XV bestimmt ist, 

sind 12, 1'2', 1"2", 14, 2'3', 2"3" sechs Paare correspondirender Punkte. 

Indem die correspondirenden Punkte 1’3’ aus ı in die correspondirenden 

Punkte 13” projicirt werden, bilden 1 und 3 — (7X, X7) ebenfalls ein 

correspondirendes Paar. Ebenso ergibt sich, Me ss C, die Punkte 

ELU) and at CP IT. 2777) 

" enthalt, welche ee mit 2’ und 2" correspondirende Paare bilden. 

»Durch jede (12,, 16,).4 lässt sich eine zweizügige C, legen, auf 

welcher die 3 Qüsdrariel getrennter Punkte 3 Punktquadrupel mit al- 

lineirten Tangentialpunkten sind, die 16 Geraden somit eine gemeinschaft- 

liche Begleiterin haben.» 

Dem vollständigen Vierseite 7/7 V VI und dem Dreiecke 33'3" der 

(12,, 16,)B kann man eine C, umschreiben, auf welcher 12, 1'2', 1"2 

drei Paare correspondirender Punkte sind, deren ceu due te (a): 

(1/27) , (1"2") in einer Geraden liegen. Weil ein correspondirendes Punkte- 

paar aus jedem Punkte der C, in ein zweites Paar projicirt wird, und 
3 

, n 3 als Projection von 1’ aus 3” und als Projection von 2" aus 3' be- 

trachtet werden kann, enthält ©, auch den Punkt 4, welcher den Ge- 
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raden 3"2',3'1" gemein ist, und daher mit 3 ein Paar bildet. Die 

gleiche Betrachtung lehrt, dass 4'—(42", 31") und 3'=(41", 32"), 

4” =(41', 32) und 3"z(42',31) zwei correspondirende Paare sind. 

Die den letzten drei Paaren entsprechenden Tangentialpunkte (34) ,(3'4’), 

(3"4") sind die Gegenecken der Tangentialpunkte (12), (1'27) , (1"2") in 

einem der C, eingeschriebenen vollständigen Vierseite. 

»Jeder (12,, 
1.2 

16,)B kann man eine C, umschreiben, auf welcher die 

2 Punkte 6 correspondirende Paare desselben Systems bilden, deren 

zweite Tangentialpunkte allineirt sind.» 

Sechs Punktquadrupel einer zweizügigen C,, deren Tangentialpunkte 

die Ecken eines vollständigen Vierseits sind, bilden eine Cf. (24, , 64,), 

welche die vier Cf. (12,, 16,)A enthält, deren Geraden die Seiten des 

Vierseits als Begleiterinnen entsprechen. 

Es kann leicht gezeigt werden, dass jene Cf. acht Cf. (12, , 16.) B 

enthält. 

5. In der folgenden Tafel werden die beiden (12,, 16,) in Bezug 

auf einige ihrer Eigenschaften verglichen. 

A. 

1. Die Cf. wird gebildet von 

drei Punktquadrupeln einer zweizü- 

gigen C,; ihre Geraden haben eine 

gemeinschaftliche Begleiterin. 

2. Die Cf. ist unzweideutig be- 

stimmt durch ein vollständiges Vier- 

seit und ein Dreieck, dessen Seiten 

mit drei allineirten Ecken des Vier- 

seits incident sind. 

3. -Jeder Punkt ist als Ecke 

vollständigen  Vierseiten sechs ge: 

mein. 

B. 

1. Die Cf. wird gebildet von 

sechs correspondirenden Paaren einer 

C,; die sechs Tangentialpunkte sind 

Ecken eines vollständigen Vierseits, 

die Cf.-geraden haben somit eine ge- 

meinschaftliche zweite Begleiterin. 

2. Die Cf. ist bestimmt durch 

ein vollständiges Vierseit und ein 

Dreieck, dessen Seiten mit drei nicht 

allineirten Ecken incident sind. 

3. Jeder Punkt ist Ecke zweier 

vollständiger Vierseite und Haupt- 

ecke zweier SrEINERscher Achtseite. 
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4. Jede Gerade ist drei voll- 

ständigen Vierseiten gemeinschaftlich. 

5. Die Cf. enthält zwölf voll. | 

ständige Vierseite. 

6. Die Restfigur jeder Cf.-ge- 

raden ist eine (9, , 6,) A. 

7. Greift man 6 Gerade her- 

aus, welche einer (9,, 6,) A angehö- 

ren, so sind die übrigen 3 Cf.-punkte | 

allineirt. ' 

8. Die Cf. enthält acht Qua- 

drupel gegenseitig getrennter Gera- 
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4. Jede Gerade gehórt einem 

vollständigen Vierseite und sechs 

SrEINERSChen Achtseiten an. 

5. Die Cf. enthält vier voll- 

ständige Vierseite und zwölf Srer- 

Nersche Achtseite. 

6. Die Restfigur jeder Cf.-ge- 

raden ist eine (9,, 6,)B. 

7. Entfernt man 6 Gerade, wel- 

che einer (9,, 6,) A angehören, so 

sind die übrigen 3 Cf.-punkte Ecken 

eines Öf.-geraden gebildeten 

Dreiecks. 

8. Die Cf. enthält keine Qua- 

drupel gegenseitig getrennter Gera- 

von 

den; jede Gerade ist zwei Quadrupeln | den. 

gemeinschaftlich. 

6. Wird aus einer (12,, 16,) A ein Quadrupel gegenseitig getrennter 

Geraden fortgelassen, dann bilden die übrigen zwölf Geraden mit den 

zwölf Cf-punkten eine regelmässige 12,. Die Entfernung der Geraden 

IV, VI, IX, XV ergibt zum Beispiel die durch das nachfolgende Schema 

dargestellte Cf. 

ave OA | 2.1.2 Cbr MY eb Mae 

"n , " I 2! 2 2 2 , 3 2 1 4 2' a 

I ax eu 2 A! " 3 4 2^ 4 4' 14 

Jeder Punkt dieser 12, kommt in 3 Cf.-dreiecken vor; die Cf. be- 

steht somit entweder aus einem sich selbst ein- und umbeschriebenen Po- 

lygone oder aus einem Cyklus von Polygonen, deren jedes dem folgenden, 

deren letztes dem ersten eingeschrieben ist.' Die nähere Betrachtung der 

obigen Tabelle lehrt, dass letzteres hier der Fall ist; die Cf. wird ge- 

34'3" und 1"42'2"25', welche ein- FER bildet von den beiden Sechsecken 11'4 

! SCHÖNFLIES, Math. Ann. a. a. O., 2 4. 
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ander so eingeschrieben sind, dass je zwei auf einander folgende Ecken 

jedes von ihnen auf zwei einander folgenden Seiten des anderen liegen. 

Die Restfigur jedes Punktes dieser 12, besteht aus einem Tripel und 

einem Paare gegenseitig getrennter Punkte, enthält also 6 Cf.-gerade; 

die Restfigur jeder Geraden kann betrachtet werden als ein Sechsseit, aus 

welchem eine Seite entfernt ist. 

4. Bei weiterer Betrachtung der Cf. (12,, 16,)A ergibt sich eine 

Cf. (15,, 20,), deren Eigenschaften ich hier einschalten werde. Ihre 

Punkte bezeichne ich durch die Combinationen ik, ihre Geraden durch 

die Combinationen ikl der Zahlen 1, 2,3,4,5, 6; es sind alsdann die 

Punkte 7k, kl, li der Geraden ikl incident. Die Existenz einer solchen Cf. 

ergibt sich auf folgende Weise. Werden die Geraden 123,124,125,126 

nebst den ihnen incidenten Punkten 13,23,... willkürlich angenommen, 

dann sind die 6 Schnittpunkte der Geradenpaare 14%, 2ik die Ecken eines 

vollständigen Vierseits, dessen Seiten die Perspectivitätsaxen der 4 Paare 

von Dreiecken bilden, für welche der Punkt 12 das gemeinschaftliche 

Perspectivitätszentrum ist. 

»Zwei einem Vierstrahle eingeschriebene vollständige Vierecke be- 

stimmen eine (15, , 20,), in welcher die Restfigur jedes Punktes ein voll- 

ständiges Vierseit ist.» 

Die Gerade 123 ist mit den Geraden 127, 231, 31$, (i — 4,5, 6) 

verbunden,' die Gerade 456. mit den Geraden 45%, 56k, 64k, (k — 1,2,3); 

die 20 Geraden der Cf. bilden somit 10 Paare »associirter» Geraden: 

jede Gerade eines solehen Paares stellt mit den neun mit ihr verbunde- 

nen Geraden die Restfigur der zweiten Geraden dar. 

»Die betrachtete (15,, 20,) kann auf zehn Arten aus zwei Tripelr 

vollständiger Vierseite zusammengesetzt werden; die Vierseite jedes Tripels 

haben drei allineirte Ecken gemein, die übrigen neun Ecken gehören 

beiden Tripeln an.» 

Die Cf. ist durch eines dieser Tripel vollständig bestimmt. Werden 

nämlich die Geraden 123, ı2i, 237, 31%, (2 — 4, 5, 6) willkürlich an- 

genommen, dann ist 123 die gemeinschaftliche Perspectivitätsaxe der drei 

Zwei (Gerade heissen verbunden, wenn sie sich in einem Cf.-punkt schneiden. 

(SCHÖNFLIES, a. a. O.) 
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von den übrigen neun Geraden gebildeten Dreiecke. Bezeichnet man ihre 

Perspectivitätszentren durch 45, 56, 64, dann ist 12 das Perspectivitäts- 

zentrum der Dreiecke (14, 15, 16) und (24, 25, 26), wesshalb die Punkte 

45, 56, 64 als Schnitte homologer Seiten allineirt sind. 

S. In der Cf. (12,, 16,)A bestimmt somit die Gerade J mit 
den mit ihr verbundenen Geraden JJ V VI, III IX XI, IV XIII XVI eine 

(15,, 20,) der betrachteten Art, welche ausser diesen 10 Cf.-geraden 9 

Cf-diagonalen enthält; die 20** Gerade ist mit drei Schnittpunkten von je 

drei Cf.-diagonalen incident. Werden diese neuen Punkte mit 6’, 8 , 7" 

bezeichnet, dann ergibt sich für die (15, , 20,) nachstehende Tafel. 

I 14 Tee 8 6' n^ 

1: 27 35178. 93) 04 

, "m LA , 

IE C35. 3^ 4 
, " "n [77 

na r' 324 

Dig uro NON 0. 73 

" , , ! 

ji 03.10 25. 3 
4 T Ae 6' 2! 3%. 

5 2! Tf ell 5 4 

, ^ 3 2 r^ 7% 2’ 4° 

4 4 ey 7% DE 4” 

Die zehn Geraden der zweiten Vertikalreihe bilden mit der Restfigur (9,.6,) A 
der Geraden 11'1” in Bezug auf die (12,, 16,).4 eine zweite Cf. dieser 

Art, welche durch die folgende Tabelle dargestellt wird. 

8 6 7 2 6’ 3 2% (ay 3° pi 6’ ad 

STATS NE 2 HN AIRE PES POE de 13: 
8 4 a 2 4 3? 2’ 4’ 7 2044 4 3 

3 a EI 
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Auf der zweizügigen C,, welche dieser Cf. umschrieben werden kann, 

sind offenbar 822'2", 6'44'4", 7"33'3" drei Punktquadrupel. 

»Die sechszehn in einer (12, , 16,)A enthaltenen (9,, 6,) A bestim- 

men ebensoviele neue Cf. (12,, 16,).4, deren jede von der ursprüng- 

lichen Cf. 6 Gerade und 9 Diagonalen absorbirt; die sechszehnte Gerade 

der neuen Of. ist derjenigen Geraden der alten Cf. in einer (15, , 20,) 

associirt, für welche die betreffende (9, , 6,)A die Restfigur bildet.» 

9. Die vollständige Untersuchung der Cf. (12,, 16,) 4 in Bezug 

auf ihre sàmmtlichen Restfiguren ergibt, dass die 18 Diagonalen der Cf. 

zu dreien nach 12 Punkten zielen, welche mit 16 Geraden incident sind, 

und mit diesen eine neue (12,, 16,).4 darstellen, die ich als die »asso- 

ciirte» Cf. bezeichne. 

Nachstehende Tabelle enthält die Resultate dieser Untersuchung und 

die Bezeichnung der Schnittpunkte. 

Schnitt- 
Geradentripel. 

punkte. 

I 2 BY 4’ D^ 2" 5 

I 2 T 2' 3% 4t" 6 

3 4 uu 2’ rie Bye 

2 4 3, 4' au 4" 8 

2 3 I" Al’ T 4" 5 

2 3 2! 2 att zu 6! 

I 4 2’ a y^^ 4" 7 

I 4 I 4 2" a? oe 

I 3 T^ 3 DU au p 

I 3 2! 4’ 14 ae 6” 

2 4 Da 4 Du ar" 7 | 

2 4 n^ 27 Tt Bis | 
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Geradenpaare, welche in einer (15,, 20,) associirt sind: 
n 

1210717. MT SO: 

I 2332 NA 

in ea ae uM 

QT IM o "NE 

Ex NES ET ONE 

a SR NI 8/36! 

2v d on | 1450 

3 

3 

Lam 

ie do | 

4 

4 

4 

Ch rage con. Ono Kon Oy CAE SS) 60. Soo ey 

en oo 

| 
| 

44 6 355 

Aus dieser Übersicht erhellt, dass die associirten von vier durch einen 

Cf-punkt laufenden Geraden der einen Cf. in der associirten Cf. ein voll- 

ständiges Vierseit bilden, welches zugleich die Restfigur jenes Punktes in 

einer (15, , 20,) ist, der ausser jenen 8 Geraden noch 12 Diagonalen der 

ersten (12, , 16,) angehören. 

Beispiel. 

| , , | " " | 
- Te 977 I 222272 u 

Toms vi ne ee g^ 1^5 248" | 8 6' T 
2 

I 2! Du 12 4 5 T^ 4" D 8 5 Sit 

ii , zu 2! au 6’ 2" 2 6' | 7 5 7“ 

>, I 4’ AU 2' 4! Vid 2"! A 25 | 7 6' QE 

3! 4! 3 3"! 4" 8 | 

Acta mathematica, 12. Imprimé le 8 octobre 1888. 10 
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Hn Die Diagonale 12 des vollständigen Vierseits 121'2'1"2" wird von den 

Diagonalen ı’2’, 1"2" beziehungsweise in 6, 5 geschnitten: 1,2,5,6 

sind daher harmonische Punkte. 

»Die Punkte zweier associirter (12,, 16,) trennen sich harmonisch 4? 

auf den achtzehn ihnen gemeinschaftlichen Diagonalen.» 

10. Die achtzehn von den 24 Punkten der beiden Cf. (12, , 16,) 

gebildeten harmonischen Gruppen sind in der nachstehenden Tafel ent- 

halten. 

ig Ds) © 1424: 7 Ta 

94 Qm RE GS d. OS 
I 2 ie (6)! T4 3 [iid Qu? T^ qu (6 QUE 

2 4 „N Qu 2! AL GU 7 2"! Az s" 75 

I 4 7 au T AU 5 RY LU Ase , 7 

2 2 s 6’ 2" Bt 6' 7. Diu a 6' d 

* „Die Punkte zweier associirter (12, , 16,) bilden mit ihren 18 ge- 

meinschaftlichen Diagonalen eine ‘Cf. (24, , 18,), in welcher je vier Punkte 

einer Geraden eine harmonische Gruppe darstellen.» 

Diese »harmonische» Cf. ist aus 2 Tripeln vollständiger Vierecke 

derart zusammengesetzt, dass je 2 dieser Figuren, welche nicht demselben 

Tripel angehören, eine gemeinschaftliche Nebenecke haben. Den 9 Neben- 

ecken entsprechend lassen sich die Cf.-geraden demnach in 9 Paare asso- 

ciirter Geraden anordnen. 

Aus der Tabelle ist weiter ersichtlich, dass die 8 Geraden, mit welchen 

eine Cf-gerade verbunden ist, auch die ihr associirte Gerade in Cf.-punkten 

schneiden, während die übrigen 8 eine aus 2 Quadrupeln gegenseitig ge- 

trennter Geraden gebildete (16,, 8,) darstellen, deren Punkte somit die 

Basis eines C,-Düschels sind. Jedes associirte Geradenpaar kommt also in 

2 Sextupeln gegenseitig getrennter Geraden vor; die Entfernung eines 

solehen Sextupels liefert eine Of. (24, , 12,). 

11. Jedes der in der zweiten Tabelle des $ 9 aufgezählten Geraden- 

paare enthält ein Sextupel gegenseitig getrennter Punkte der harmonischen 

Cf; die Ausscheidung eines solchen Sextupels liefert offenbar eine Cf. 18,. 
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Werden beispielsweise aus der Tabelle des $ 10 die Punkte r1'1"86'7" 

fortgelassen, so ergibt sich die Cf. 

2485 841121 6:4 ur x2 S dde 

a Wo Ta 3 ATOME 4 6 

EEE ew OCURRE 
SA) ot Aes QU | CHE MATS 

D WIE EA OL. E A 

D a he ee AS Hoe rds eoa 

welehe noch 6 Sextupel getrennter Punkte enthält, entsprechend den 6 

associirten Geradenpaaren der beiden (9,, 6,), welche in den beiden asso- 

ciirten (12, , 16,) die Restfiguren der Geraden 11'1” und 86'7" sind. 

»Die 18, besteht aus zwei Tripeln von Dreiecken (234 , 234, 2"3"4" 

und 567, 5'7/8', 5"6"8'") in solcher Lage, dass jede Seite und ihre Ge- 

genecke eines dem ersten Tripèl entnommenen Dreiecks einer Ecke und 

deren Gegenseite eines Dreiecks des zweiten Tripels incident sind.» 

Werden den Geraden der 18, die 3 associirten Geradenpaare 

al " E Ir " Qi Qr d, 7h taht 6 

[07] as t 

zugesellt, so verschwinden 3 getrennte Punktsextupel und es entsteht 

eine Cf. (18,, 24,), welehe in Bezug auf ihre Punkte, nicht mit Rück- 

sicht auf ihre Geraden, regelmässig ist, indem jeder Cf.-punkt in 7 Cf.- 

dreiecken vorkommt. (Beispielsweise gehórt der Punkt 2 den Dreiecken 

Done 23 08 194" 6 24715". 255, 269" an.) 

Die letzten 3 Punktsextupel werden aufgehoben durch Hinzutreten 

der übrigen Geraden der obeugenannten Restfiguren, also der Geraden- 

paare 

WARE 77 15 
, " 

[#2] 

no + 

Cn So E 

a on eR 
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in der nunmehr entstandenen Cf. (18, , 30,), welche in Bezug auf jeden 

ihrer Punkte gleichartig zusammengesetzt ist, erscheint jeder Punkt als 

‚Ecke von 15 Cf.-dreiecken. (Für 2 kommen z. B. zu den oben er- 

wühnten noch die Dreiecke 23'4', 23"4", 24'5 , 24'5', 23"6 , 23"8", 258", 

25'6.) 

12. Einer bekannten Eigenschaft der C, zufolge bilden die Neben- 

ecken des Punktquadrupels 1234 mit dem Tangentialpunkte des Quadrupels 

ein neues Punktquadrupel' Demnach gehören die 3 Tangentialpunkte 

und die 9 Nebenecken einer (12,, 16,) 4 einer Cf. der nämlichen Art an. 

Indem diese Nebenecken auch als Nebenecken der Quadrupel der asso- 

clirten Cf. auftreten, sind sie die Schnittpunkte der Curven 3'* Ordnung, 

welche den beiden Cf. umbeschrieben werden kónnen, während sie mit 

den Tangentialpunkten der associirten Cf. wiederum eine (12,, 16,).4 

bilden. 

Mit Hülfe der nachstehenden Bezeichnung: 

42? 

(1256, 3478)= 9 
(29:55 67; 24:7 1810) = iS 

(147/8',-235'6") = 11 

(12767 5 3'458) = 9' 

O 
nn oo un 

co to 
ER 

Qu ST 

(MS ode) QUAE "n 

) 

) 
(17/2555, 3 468) 97 

)= 10 

) 
(X D M XV SN = rein 

ergibt sich, dass die 9 Nebenecken mit den Geraden 

9 IO' oe 9: 24. 10, 

" "n Ig) TE 6) 16) 0) 

, 
INNO STO 

n 
DI 10429 

' DunEGE, die ebenen Curven dritter Ordnung, § 388. 
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incident sind, mit denen sie die Restfigur (9, , 6,) bilden, welche den 

beiden von den Tangentialpunkten der beiden associirten Cf. bestimmten 

Cf. (12, , 16,) gemeinschaftlich ist. 

13. Werden aus der in $ 11 betrachteten Cf. 18, die sechs gegen- 

seitig getrennten Punkte 23'4"78'6" fortgelassen, so bleibt eine (12, , 18,), 

deren Gerade zu zweien nach den 9 Nebenecken zielen. Fügt man diese 

9 Punkte sammt drei gegenseitig getrennten Geraden der obigen (9, , 6.) 

hinzu, so entsteht folgende Cf. 21,: 

SEND On | oar, Oo gp da" 6- 9s 

BN m Mis 9 L3 G .g 
B. ase. sus Sr Of BOL ATL 

AOC TON PPS qu BIEL Od 

RABAT MOS SOLI QS" op Te 
ora 5^ WT D TRITT TREE oo Bi 

GET ra TOs cg UTE. OP ATOS 

In dieser aus je sechs Punkten der beiden associirten (12, , 16,) und 

ihren gemeinschaftlichen Nebenecken und Diagonalen nebst drei mit Neben- 

ecken incidenten Geraden zusimmengesetzten Cf. kommt jede Nebenecke in 

keinem Cf.dreiecke, jeder der übrigen Punkte in zwei Cf.-dreiecken vor. 

(Der Punkt 3 findet sich z. B. in den Dreiecken 3410, 3411.) 

. Eine von dieser Of. durchaus verschiedene 21, ergibt sich, wenn 
aus der harmonischen Cf. die Punkte einer (12,, 16,) fortgelassen, da- 

gegen die Nebenecken sammt drei getrennten Geraden der zugehörigen 

(9,, 6,) hinzugefügt werden. Ihre Geraden sind in der nachfolgenden 

Tabelle zusammengestellt. 

D 20 125. 9 Thar 24 Io 

Saas UG a ^a IG aH SA MR 

oes LO Te ee (LO: INO IOS 

2a ALTO 2r ur duy 2 AL On 

Te pedi DT Nas entr an YU LA TA 

D 2X QUEE 2; OB T PURES US I" 

OMC NN LOS 1 OPE DE or TO: 



78 J. de Vries. 

Die Punkte dieser 21, sind Ecken in 9 oder 4 Cf.-dreiecken je nachdem 

sie Cf-punkt oder Nebenecke der (12, , 16,) sind. 

Indem die übrigen drei Geraden der von den Nebenecken gebildeten 

(9, , 6,) von jedem Quadrupel getrennter Geraden der (12,,16,) getrennt 

sind, gibt das Hinzutreten dieser sieben Geraden zur obigen 21, eine 

neue Cf, nämlich eine (21,, 28,). Die bezügliche Tabelle enthält ausser 

den im vorhergehenden Schema aufgeführten Geraden noch beispielsweise: 

9 n 10% | I 1 nz " 

IO 9' TET | 2 ei 4" 

Lr To 9/4 3.4 2 
Se Hn 

Wie leicht ersichtlich, ist die Anzahl der Cf.-dreiecke, in denen ein Cf- , 

punkt vorkomunt, in dieser Cf. die nämliche wie in der 21, aus welcher 

sie abgeleitet worden. 

14. In $ 8 wurde gezeigt, wie jeder Geraden der (12,,16,).4 eine 

Cf. derselben Art zugeordnet ist, welcher die 9 Punkte ihrer Restfigur 

und die 3 Punkte der associirten Geraden angehóren. Um für diese zu- 

geordnete Cf. die associirte Cf. aufzustellen, führe ich für ihre Diagonal- 

schnittpunkte (vgl. $ 9) nachstehende Bezeichnung ein. 

Diagonalentripel. | pen | 

8,2. |) 44" 7 3e [rao 
ONE A SE Su an | (Si 
ati 2 14 SOC RNA TUE 3. M oro 
2 so Zar Med CUP I 
2 Bin | 6' 4" ga Be | 22’) | 

rer sr 
827 4 4 TB? EEE M 

SRE à | COL ONE ES | 204 a 
Sura: Oe A redu ee 
SE 44") | 
EAM Sb E 
2» 25. | BOL 30 EIDEM N22): 0. 
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Im Anschluss an $ 9 stellt die folgende Tafel alsdann die Geraden der 

associirten (12, , 16,) dar. 

| Doi" 1° | (22°) 1" (22) | (3'3") 1 (33°) | (44) 1" (44) 

1 (22!)(22") | (2'2")(22’) 1° | (3'3°22)44) | (44) 2233") 

1 (33)(33") | (2'27)(33)(44") | (3'3"X33) 1' | (4433227) 

1 (44) 44") | (2'2”)(44')(33") | (rs 4422") | (ra) 44). 1' 

Mit Rücksicht auf den Umstand, dass die Punkte 1,2, 8 die Ne- 

benecken des vollständigen Vierecks 3'4'3"4" sind, erhellt, dass die Punkte 

(337) , (4'4") als Schnittpunkte von zwei Gegenseiten mit einer Diagonale 

durch die Punktepaare 3'3", 4'4" von 1 harmonisch getrennt werden. 

»Die associirte (12,, 

12,, 16,) zugeordneten Cf. enthalt die Punkte jener Geraden sammt den m9, 8 J 
neun Punkten, von welchen sie durch die Punkte der ursprünglichen Cf. 

16,) der einer Geraden ‘der ursprünglichen 

auf den mit ihr verbundenen Geraden harmonisch getrennt ist.» 
eo 

15. Indem die Punkte 3', 3" ausser mit 4', 4" auch mit den Paaren 

,I'1" ein dem obigen entsprechendes vollständiges Viereck bilden, oho 

müssen noch zwei der 28 analoge Gerade nach dem Punkt (3'3") zielen. 

Es sind dies die Geraden 38" und 46', von denen die zweite schon in 

der ersten Tabelle des vorigen Paragraphen auftrat. 

Die Gerade 28 enthält ausser den Punkten (3'3”), (4'4") offenbar 

noch zwei der Punkte, welche auf den Geraden der der ursprüng- 

45 16,) associirten Cf. deren Punkte von den übrigen beiden auf 

der betreffenden Of.-geraden belegenen Cf-punkten harmonisch trennen. 

lichen (12 

Diess ergibt sich aus der Betrachtung des vollständigen Vierecks 5'6'7"8", 

für welches 2,8,7 die Nebenecken sind; die Diagonale 28 schneidet 

nämlich auf den Gegenseiten 5'7", 6'8" die von 7 harmonisch getrennten 

Punkte (5'7") , (6'8") aus. 

»Die Punkte h, welche die Punkte zweier associirter (12, , 16,) auf 

‚deren Geraden zu harmonischen Gruppen ergänzen, bilden mit den Ge- 

gnum en 

raden, welche ausser den gemeinschaftlichen Cf.-diagonalen die Punkte 

der einen (12,,16,) mit denen der anderen Cf. verbinden, eine Cf. AR 

(96.5, 72,)-2 
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Beachtet man, dass die harmonische Cf. (24, , 18,) dreipunktige und 

zweipunktige Cf-diagonalen besitzt, nàmlich die 32 Geraden der beiden 

associirten Cf. und die 72 oben erwähnten Verbindungslinien, so kann 

das letzte Ergebniss auch in dieser Form ausgedrückt werden: 

»Die zweipunktigen Diagonalen der harmonischen Cf. begegnen den 

dreipunktigen in 96 Punkten welche mit den Cf-diagonalen der ersten 

Art eine (96,, 72,) darstellen. Dabei werden. auf jeder zweipunktigen 

Diagonale zwei, auf jeder dreipunktigen drei harmonische Gruppen ge- 

bildet, indem jede Cf.-gerade in jedem auf ihr belegenen Cf.-punkte 

durch je zwei dreipunktige Diagonalen von je einer zweipunktigen har- 

monisch getrennt wird.» 

, 16. Indem die Punkte (227) , (22”) durch die Punktepaare 2,2 
" " und 2,2" von den Punkten 1”, 1’ harmonisch getrennt sind, ist die in 

der letzten Tabelle des $ 14 vorkommende Gerade 1(22’)(22”) harmo- 
, nisch conjugirt zu 111’ in Bezug auf 12"2' und 12, d. h. sie trennt in 

einem der (12,, 16,) angehörigen vollständigen Vierseite eine Seite har- 

monisch von einer zweiten Seite und einer Nebenseite. Jeder Punkt der 

(12, , 16,) ist somit zwölf derartigen Geraden incident. 

Die in der nämlichen Tabelle enthaltene Gerade (2'2'5(33^)(44") 

schneidet die drei getrennten Geraden 12'2", 1"733', 1'44" in Punkten, 
"n welche zur 1"; , in Bezug auf die anderen Punkte jeder Geraden har- 

monisch conjugirt sind. Jede aus Geraden der (12,,16,) gebildete (9, , 6,) 

gibt also 6 Geraden H dieser Art: im Ganzen sind somit 96 Geraden H 

in jeder (12 ;> 16,) vorhanden, welche zu sechsen mit den 48 Punkten h 

ineident sind. Letzteres erhellt aus dem Umstande, dass z. B. die Gerade 
I 5!»5!! von 6 Geradenpaaren der (12,, 16,) getrennt ist, entsprechend den 49 

beiden Quadrupeln gegenseitig getrennter Cf.-geraden, in welchen sie 

vorkommt. 

»In jeder (12,, 16,) bilden die Punkte h mit den.Geraden H eine 

(48,, 96,), welcher die 16 Geraden der (12, , 16,) als dreipunktige Cf.- 

diagonalen angehóren; von den zweipunktigen Diagonalen ziclen je 12 

nach den 12 Punkten der (12,,16,), während. ausserdem deren 72 zugleich 

Diagonalen der harmonischen Cf. sind» — . 

Weil jene r2 X 12 zweipunktige Diagonalen offenbar zu sechsen mit 
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den Punkten A incident sind, entsteht eine Cf. (60,, , 240,), wenn sie mit 

den Punkten der (12,, 16,) der (48, , 96,) hinzugefügt werden. 

Indem jene 72 Geraden auch je zwei Punkte h der associirten Cf. 

enthalten, sind sie als Cf.-diagonalen den beiden (48, , 96,) gemeinschaft- 

lich, welche in Bezug auf die beiden associirten (12, , 16,) gebildet werden 

können: sie stellen eben die in $ 15 gefundene (96, , 72,) dar. 

Werden die 16 Geraden der (12,, 16,) als Cf.-gerade in Betracht 
gezogen, so ergibt sich schliesslich aus den 48 Punkten / eine Cf. 

(48, , 112,), welche der (12, , 16,) eingeschrieben ist. 

Acla mathematica. 19. Imprimé le 11 octobre 1888. li 





SUR L'ÉQUATION DU SIXIÈME DEGRÉ 

PAR 

F. BRIOSCHI 
à MILAN: 

1. Les invariants d'une forme binaire du sixième degré. 

1. Les expressions des invariants d'une forme binaire du sixième 

ordre, en fonction de ses coefficients, sont connues depuis longtemps par 

les travaux de CLEBSCH, GORDAN, CAYLEY, SALMON.! Ces invariants sont 

cinq et des degrés 2, 4,6, 10, 15. 

Soit: 

UT , Le) — uz; + Gu, xia, + 15,0 +... + ws. 

la forme du sixiéme ordre, et: 

(uu), = kr + 4m + ... + Em 
tole 

i= 

un de ses covariants biquadratiques; on a: 

ky = WU — 4U, Uz + 3%, 2k, = wu, — 3uu, + 2U,U,, 

6k, = uu, — 9u,u, + Su, 2k, = wu, — 3U,U, + 2U,U,, 

2 k, = wu, — 4u,u, + 3%. 

! QnEBsCH et GORDAN, Sulla rappresentazione tipica delle forme binarie, Annali 

di Matematica, Serie 2*, Tomo 1°, 1867. — CAYLEY, Memoirs upon Quamtics. — 

SALMON, Lessons introductory to the modern higher Algebra. 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 11 octobre 1888. 
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Les invariants des degrés 2, 4, 6, sont: 

a = uU, — 6u,U, + 15u,u, — IOW;, 

g, = hk, — Ak, Eh 
Gs = kh kk, + 2k kk, — yk, — Ink — kj. 

02 4 

Les expressions des deux autres invariants se déduisent de cellgs des trois 

covariants quadratiques: 

b= (ub); m — (iR). n = (mk),, 

et l’on a: Vinvariant du 10% degre: 

I 
(mm), — zm), 

tole 

ig — 

et invariant gauche du 15™° degré: 

Le carré de ce dernier invariant est une fonction rationnelle, entiere, des 

autres, et en posant: 

[3 + 49,9,) — 2a(92 + 249,)], 
XO t9 

q = MEC — 209,9,) — 8(49 + 27g3)], 

on trouve: 

e = — 3[3(9 — 209,9,)P° + 2(92 + 2a9,)pa + 49,9”). 

Enfin si l'on pose: 

u(x, , v,) = u,(z, — ©,%,)(x, — wv,)...(v, — w,x,), 

linvariant 9, ou discriminant: 

NPE 6 al 2 2 

oe = us (e, eer D Nu e, ) DOM TE) 
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s'exprime en fonction des invariants @,9,,9,, 9 de la manière suivante: ' 

à — 3'.4'[32a' (5.9, + 5^. ag, — 44^) — 5'(8agi + 489,9, + 39)), 

et en conséquence on peut substituer 9 à g. 

2. Par la transformation linéaire: 

ET n(&, + e, 6), Va c bé, 

on obtient: 

uz yt.) — UE 6) 

étant: 

U(E, , &) = e = 2, 5, (6 — 7,6) DEN (& — 7,53) 

- 617 f. I Eod die 

RT w(SoXSUX52X53)54)' 2 es) 

et 

(rs) = ©, — @,. 

Soit: 
f [5 = < 3 £2 5 

U(& , &j) = AN(S: = VASE, + 109,66 +... + PE) 

et caleulons les invariants des degrés 2,4,6 de cette nouvelle forme 

du sixième ordre, que jindique par 4,7,,7,. Je supposerai p, = 0, ce 

qui n'óte rien à la généralité de ce qui suit. On a ainsi: 

9N.- I 9 2 

a — —À(p. c3») 72 = Ty(LOP2Ps — App) Op: np) 

I 4 p D 2 » » 

rn ge [16pi + 16pi + 64pipy — 8opi p, — 20Pa Pi Ps — Apspsps — papi]. 

et, comme donne la théorie des invariants, 

p'^a—a, Hg =Tn Eh = In H“È—=A, 

A étant le discriminant de la forme U(&,£). 

* Annali di Matematica, Serie 2*, Tomo 1°, I discriminante delle forme bi- 

marie del sesto ordine. 
- 
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2. Recherches anciennes sur certaines équations du sixième degré. 

1. J'ai déjà fait connaitre? les travaux de deux géometres italiens, 

Marrartı et Rurrint, relatifs à l'équation du 5"* degré, et le lien entre 

. ces anciennes recherches et celles dues à JAcoBr, CavrEv et d'autres 

géomètres anglais.” 

Je vais rappeler en peu de mots comment on arrive à l'équation 

du sixième degré que j'ai nommée résolvante de Mayrarri. Considérons 
VE 2 me c qc l'équation du 5"* degré: 

5 ES £2 

Sus TOPICS sel Opes 2 59, ate Og nO 

dont les racines sont 7,,5,,....7,. En posant avec MALFATTI: 

y =M+p+q+n, 7, = em + e'p + eq + ein, 

5, = EM + e'p + eg + en, M = EM + sp + eq + en, 

7, — s*m + &'p + &'q + en, 

dans lesquelles 1 + 2e + 2¢* = \/5, on trouve que le produit p = mnpq 

est une fonction des racines Po ea nayant. que six valeurs; en 

effet elle est cyclique, invariable pour les substitutions: 

Lotto E 
et les six valeurs sont correspondantes aux substitutions: 

T T ) ( r ) T ) 

w 2 "y j (2r)? Jb y 9 Nye Ju 4/ ; 

En posant: 
w= 5°[159 — 12p; + pi] 

* Sulla risolvente di Malfatti per le equazioni del quinto grado, Annali di Ma- 

tematica, Serie I?, Tomo 5°, 1864. 

* JAcoRBr, Observatio de aequatione sexti gradus, ad quam aequationes quinti gradus 

revocari possunt, Journal de Crelle, T. r3. 

CavrEY, Philosophical Transactions, T. 151. 
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la résolvante de MALFATTI est la suivante: 

[w* + 4.5.3". fw + 45.3" r]^ + 3'[w + 5.6a]A = o, 

dans laquelle: 

B= (er — 18p5p, ae 12p,p; LX 3932], 

= as [36(12pipic 1 2p; — 31 pop; P+ 9P>PsPs+ 4PsPiPs) — 27 Pop; — 11 2pil, 

et a, A ont les valeurs supérieures. 

Or les valeurs de f, 7 peuvent s'exprimer en fonctions des invariants 
&, 7,7, de la manière suivante: 

Fr 2 rs . a” 3 29/19 Sid eee 
PES A: m | Hl —4:3'-5.ap, — 3.5455 

et par conséquent la résolvante de Marrarr: peut être considérée comme 

une transformée d'une équation spéciale du 6"* degré, transformée dont 

les coefficients sont des invariants de la méme équation. 
: T . : 

2. La valeur fondamentale () qu'on obtient en formant le produit 

p = mnpg donne pour w, la valeur: 

w, = — 20p, — 39, 
étant: 

D = sos + 419s) + mM + 737) + 329195 + 9) 

zb 7i (2% + 041) te 74917 xis 27093) ; 
ou si l'on pose: 

73 = mn — 360—930» — 74) 9) 70 = (7 — 7460» — 932: — 5») — 71); 

is = (ga — 23) 6 — 8) 0 — 7m — Mo) Pa = (Mm 3) 029 — 203) 602 — 9) — No) 

ER 4 4 4 4 
Ua 27a 16 ee 0 cee 

et l'on déduit au moyen des substitutions: 

(em) an ) Dow n 
4 4 4 ae FUE A 4 4 ae 

(Ly = IET (Gy ee (OD D frozen fas em 49 

4 4 4 4. 
We 25 ol 16: 
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et les substitutions: 

Wes .) , ARE » 

donnent: 
2 A 4 4 A 

Ws Zi m MS 103 ee JA 

pe ae 4 x 4 aa 
U5 275 0e 1/4 eS 

étant: 

a (70 = 791 E 72) (s = 75) 95 = 71) Vos = (Gien 7) a 7.9 — s) (s = 7) 

ris = m) M)Mm- 7): f = (Yo— 330 — 72) — 7) m M1) 

a = 9 mM MM NM 1 = m mo 97-7) M): 

‘3. Comme j'ai démontré autrefois, si dans l'équation supérieure de 

MALFATTI on pose 
w + 5.6.a — — 3A, 

on obtient la transformée : 

A 9 \ 59 i 5 3 2° + 3002 + 6o(sa* + BA’ + A3 + 40(252° + 1508 — 27) = 0, 

ou les résolvantes de Jacopr et de M. Cayuey. 

3. Conséquences des résultats exposés dans le chapitre précédent. 

I. Soit, comme dans le chapitre r', (rs) = ©, — «,, et considérons 

les dix fonctions suivantes des racines &,, @,,..., ©,: 
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Entre ces fonctions on a les relations connues: 

Cs + Ci 

4 4 4 4 4 4 
Cy + Cog = C5 — Co + Cin — Cou 

LT n6 4 4 
C5 si Co — Cin — Cray 

4 ale 4 4 4 
Cn + 64 = €; — Co — Co + Cu 

4 qe A v 4 
Cag — Cu = Cy — Cog = Cor — Cay 

et en conséquence si lon indique par Q un quelconque de ces derniers 

binomes, et l'on pose: 

cs = 6, Ch = Ca, Cia ==. 0g; Gy ies 

on aura: 

I I 

CH = ; (aı T Q), Cia — z (a >= à), 

I I 

á — 5 (@ + Q). Co = = (a, — &), 

I I 

Gai aay (a m Q), e m 2 (a; — Q), 

étant: 

Ber Oy oh Oy 6, 0, Qo GC eg Cys a, — 6, — 6, — 6, 1 Gy. 

Soit: 

6 a2 ge a gos == qQ,€ an Vs = 0) 

l'équation dont les racines sont c,, ¢,,¢,,¢,; la relation connue: 

DAP. cup 2M 2 

Cog €44 = Co — C€13€34 

donne pour Q' la valeur: 

2 2 inca 

Q* = gi — 49 + 8 Va: 

2. On a vu au chapitre 1" que les racines #,,7,,... sont liées 

aux racines w,,@,,... par la relation: 

— I LI 

EC 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 10 octobre 1888. 19 
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on en déduit trés facilement qu'entre une quelconque des fonctions 75, et 

la correspondante cj, on a celle-ci: 

A LIFE, 
frs >= n Css 

en conséquence, si lon pose, par exemple: 

2 | 
Yo = [264 — Cy — Co — Ca], 

on aura: 

12 CUS 

et en général 

12 
QE RS UU 

Indiquons maintenant par b,c des quantités analogues aux f,; du 

chapitre précédent, c'est à dire: 

DT E C= 560*—— 4:9. 5^.09,— 3.5 Gas 

on aura: 

pb > f. nu — 5, 

et de la résolvante de MALFATTI on déduira la suivante: 

(A) | [v^ + 4.5.3*. by + 4". 5.3" c], + a" [y + 5.6.a]0 — o, 

ou l'autre: 

(B) 2° + 3oaz! + 6o(sa? + b)z? + Oe + 40(25a° + 15ab — 26) = o, 

z étant liée à y par la relation: 

y + 5.64 = — 32”. 

On arrive ainsi à ce résultat remarquable, que les quatre invariants: 

b:, 65 0, Q0. 

de la forme «(x,,,) du sixième ordre peuvent s'exprimer en fonction 

des dix quantités c,.. 

On peut observer: que chacun de ces quatre invariants est iden- 



CCR m, — oe 

X 

5 ey En 59 ; 
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tiquement égal à zéro si la forme # a un facteur triple; et que leurs 

valeurs en fonction de c,, c,, c,, c, sont les suivants: 

I 9 fia > la. Na. curas ten sat DU. HAI m ada 3.4.5 

Co Shae 3°. s = [4di = 18414 =a 2 743 + 189, V4, ], 

ad = — gg din — 129,9, 5 345 SI 241, I 44143 Va, ]- 

4. Transformation de l'équation générale du sixième degré. 

Sa forme normale. 

1. J'ai montré il y a quelques années ! de quelle maniere on 

peut transformer une équation générale du sixième degré au double point 

de vue d'annuler un ou plusieurs des coefficients de la transformée et de 

rendre les autres des invariants de l'équation donnée.’ 

Soient, comme au chapitre 1', w(x, , x;) une forme du sixième ordre, 

k =-(uu), un de ses covariants biquadratiques, 9 son discriminant; si 

des deux formes du cinquiéme ordre: 

x g = tu, + 2,kd! = o O, D = tu, — v, kó* = o, 

dans lesquelles: 
1 du 1 du 

1 ~ 6dz,’ fal c6 dade 

on élimine le rapport x, :x,, on obtient l'équation: 

Hu + u, dE + ou, dit + w,0* = 0, 

Us is 435%, étant des fonctions rationnelles, entières des invariants 

de la forte u des degrés 12,14, 15,16 

* Annali di Matematica, Serie 2%, T. 11, Sulle relazioni esistenti fra cova- 

rianti ed invarianti di una stessa forma binaria. 

? Pour la théorie générale de ces transformations on peut consulter l'important Mé- 

moire de M. HERMITE: Sur l'équation du 5™° degré, pug. II et suivantes. 
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Avant de déterminer la valeur de ces coefficients, il est opportun 

de démontrer une propriété remarquable des racines /,,/,,...,f, de la 

nouvelle équation corréspondantes aux racines @,, c .,@, de l'équa- 

tion u(x) = o. On voit tout de suite que, étant: 

1?"* 

6k (wy) M 

war) 
De r 

on aura: 
1 M 

o0 
LS RN [5w' (c, )u'"(c,) — 3w"" (c, )]. 

Considérons la racine £,, en posant: 

x I I 
Mir == = — 

: y — Oy (Or) ; 

on a: 

" 5 , nt, " 5 
Ww (o,) Aw(e,)w («,)— 3w (« 5 D En; J Co) i De I ,m}, 
wu (e, ) 1 u”(®,) 1 

et en conséquence: 

D 4474 EE: „2 x 

EC MES Lo Tau) > 6u'(w,)[2m,m, — 2227]. 
w (e, ) 

On aura ainsi: 

52.1, = w(ow,)Zm,m, — 222m) oi 

ou: 

5*4, = Ald, +o, +4 +h + oh 
ayant indiqué par ¢,,¢,,... les expressions suivantes: 

$s = ag; L(6304)12)15) + (02)(05)(13)(14) | 

$s = Go) [(04)(05)(23)(21) + (03)(01)(24)(25)] 

d, == [(05)(01)(34)(32) + (o402)(35)(31)] (30) 

9, = Go l(o1)(02)(45)(43) + (05)(03)(41)(42)) 

Ps = Go l(O2)(03)(51)(54) + (01)(04)(52)(53)], 
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qui se déduisent l'une de l'autre par la substitution cyclique (12345). 

En se rappelant les valeurs des dix quantités c*, données au chapitre 

précédent, on trouve que ¢,,¢,,... peuvent aussi s'exprimer comme 

il suit: - 

Le Cas + 6 _ 006—6 EN EE 
^ -—-—(wesaa! EX — ̂ GE) 

" ere d hi a Fo. 
* (04X12X35)” d (05)(14)(23) 

Mais on démontre trés facilement, et c'est connu, que chacune des cing 

expressions: 

> O1) 25)(34)6; HAUTE 

CE ln v Nu y aco 

- on nS pt © 

Cn TS 

c 
wo (03) 6 Cig Cia, 

(o4)(12)(35)c € Cocos 

(osY1423)6 & chet 
est égale à IIe = ó. On aura en conséquence: 

D. = —àd dá + d] 

ài. d. — E5160 Gis Ch [cs ic C i 

Od, = C3 Ci Cia Cia [ets cb 

3.4, = ce cc — ch) 

9d, — — à d ee + ch}; 

d'autre part, des relations connues entre les carrés des fonctions c,,, on 

déduit que: , 

Co Cos Cia Cas = Cai (C5 + Cos) — 6562601634 

GG Cu Cis = — a (Con + Cie) + 656260 C9; 

Ch G Osa Cds = Ca (c =a Es ) E es e Gh Cae 

add dla) + dés 



94 F. Brioschi. 

donc en observant qu'on a: 

A 44 4 A 4 A 4 A 4 ote We de 
— Cas — Cy — Cy + Cy + Cog 4 Co Cia - Coy Cu — Co = O, 

on arrive à ce résultat: que les racines ¢,,¢,,... sont exprimables en 

fonction des quantités €. On a pour ¢,: 

Bis pre SERES TU À an Ten 204 INDE MW 
5.0 = 0,66, — 696g, — Col — CoiCsa] Gi [edes == Chitral 

4p54 79 4 4 

+ 6 lee — Cos Os]: 

Au moyen des relations établies dans le chapitre précédent entre les dix 

quantités €, on arrive à démontrer que les racines £,,/,,... peuvent 

se représenter comme il suit: 

Um. m Cre s 54 —= 6 + a, 5b. — 0 — a; 

2 2 Beat, = Os G55 554 = 0, — 4, 

2 2 int; Oe Ali, UN 

dans lesquelles: 

Zr 2:2 ] 2 (n ] à a fas 
Ce €,6,(6, us c,) is C56, (6, 25 C,) Te (6, IE c, (c, ne c,)a, ale 20, vq,» 

Me e, Cs (c, + 6,) EN €,6,(¢, 3 6.) Am (c, x cs (e, k Cy) + 24a, Va 

a, = ¢¢,(¢, + ¢,) — e,e(e + e) — (e, + 4)( + ca, + 29, Va; 

et: 
=a à à ; \O n 2 5 6 à 

b, E (c, bs c, (c, —06)8, b, = (c, ES 6, (c, 2 c,)à, 

ne Vir YS) 
b, = (c, ^ c, (6, —¢,)Q 

et en conséquence b, + b, + b, = o, comme cela devait être. 

Mais, ce qui est remarquable pour le but que nous avons en vue, 

ces quantités a,,b,,... sont des fonctions des quinze différences deux 

à deux des racines y,, y, ,..., y,. A l’aide des relations démontrées pre- 

cédemment on transforme en effet les expressions supérieures dans les 

suivantes: 

544,— — [o2][15](34] + [o2][14][35] + [o4]E:3][25] + [o5]: 3]E24]. 

(1) 544, [o1][25][34] + [o1J(24][35] — [o4]: 5]E2 3] — Los] Er 4JE2 3]. 

544,— — [o3] 14](25] — [o3]: 5] 24] + (o4)[12][35] + Dos)E123 34]. 

b,= —[or][23][45], — 275,— —[o3}[12]l45], — 275,— [o2][r3](45], D 
EST 
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dans lesquelles 

[rs] = y. — y, 

et l'on a posé «w, = I. 

2. En vertu d'un théoréme connu de la théorie des formes, les coeffi- 

cients de la transformée en ¢ seront, en conséquence des valeurs supé- 

rieures de a,,6,,..., non seulement des invariants ou des fonctions d’in- 

variants de la forme w(r,, r,), comme nous l'avons démontré, mais aussi 

des invariants, ou des fonctions des invariants de l'équation (A) en y. 

La détermination de la valeur de ces coefficients se réduit alors à la caleu- 

lation de quelques coefficients numériques. Il est évident que le coefficient 

w,, est égal à l'invariant du second degré de l'équation (A), sauf un 

coefficient numérique; que ,,d est égal à un invariant du quatrième 
B \ . : EN ER: ; ; 

degré; w,,0* égal à la racine carrée du discriminant, w,,0? égal à un in- 

variant du sixième degré. 

Soient, pour l'équation (A), 7, m, » ses invariants des degrés 2,4,6 

analogues aux invariants a,b,c de la forme w; et soit p le discriminant. 

En posant: 

“nts 

D | = 
[97 

on trouve que l'équation en ¢ ou en v est la suivante: 

A . 1 

(C) v® + 30/0" + 60(57? + m)v? + p?v + 40(251” + 151m — 2n) = o, 

et à cette équation je donne la dénomination de forme normale de l'équa- 

tion du sixieme degré. 

Cette équation à la méme forme que l'équation (B) en z, par con- 

séquent si l’on pose: 

9 + 5.6.1 — — 3v’, 

elle.se transforme dans la suivante: 

(D) [o^ + 4.5.3". mo + 4.5.3". n] + 3 (o + 5.6.1]p = o. 

La détermination des valeurs de !,m,n, en fonction des invariants 
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a,b,c,0 de la forme u(x, , x,), ne présente ainsi aucune difficulté, et 

lon trouve: 

| — 2.5.4*.3'[3ad + 55? + c*], 

57 + m= 5*.4*. 3 (11a? — 2b)d + 4a(5b’ + c?) 

+ 182^ (sab — c)]d, 

251 + 15lm — an = — 5.4. 3" [4(8a? + 12ab — e)d D On 

+ 12(a? — 4b)(5b* + c?) — 4:3”. ab’(zab — e) + 3°.b*]d?, 

ayant posé: 

1 ; y. Nr os Ll : 
Enfin p? nous l'avons démontré égal, sauf un coefficient numérique, à 

3 . , . . . E 
4,,0?; or la forme w(v,, r,) ne peut avoir d'autre invariant du quinzième 
degré que l'invariant gauche qu'on a indiqué par e dans le chapitre r', 

et on trouve: 

24 NC RS RCE 

La forme normale des équations du sixième degré est par conséquent 

complètement calculée. 

Cette équation normale est, comme on a vu, le résultat de l'élimi- 

nation du rapport z,:z, de deux équations du cinquième degré ç = o, 

d$ =o. Il est évident que de ces deux équations on pourrait aussi 

déduire la valeur de x,:x, en fonction rationnelle de #, c'est à dire que 

la recherche des valeurs de ©,,&@,,... ou la résolution de l'équation 

générale du sixième degré u(x) = o dépend entierement de la résolution 

de l'équation en /. 

3. La forme de l'équation supérieure en o montre tout de suite, 

si on se rappelle l'équation (A), de quelle maniere les racines 4,,9,,... 

sont formées avec les y,,5,,.... En indiquant par h,, les dix fonc- 

tions qu'on obtient en substituant dans les c, les racines y, 9. ... 

aux racines @,,@,,..., on arrive trés facilement à ce résultat; 
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Op = 2h; — hj — hi, — hi, 

o, = 2h, — hi, — hy — hj — M. + A, + hi; — 25, 

o, = 2h, — hy, — hi —h = Dh, + hé + hi — ah, 

4 4 4 4 4 4 4 4 8, = 2h, — hj — hy — hi, = hy + hi + hi, — 2h, 

o, = 2h; — hi, — hi — hh, 

o; = 2h; — hi, — hi, — hi, 

ht = =: (x bat a) hig = — > (a + m) 

M —i(» op) Macs —i( + a + a) 

(E). Mh=—J+ta+0) = —{(a + a+ a) 

hi = —im +o + 0), his = —3 (0, + à + à), 

Moines M--!atatm) 

Ces relations nous seront utiles dans le chapitre qui suit. 

5. Résolution de l'équation du sixième degré. 

I. Soient 

u = [ARE (z,dz, — 2 a (de, — z,dz) Ad m — a, dz,) 

Ve , 2) » À 2) : e VA , 2,) 

deux intégrales hyperelliptiques de premiere espece; et soient «,,. © 
12? 

155 0,,5 My, Duo ; @,,, €,, les périodes normales primitives. En posant: 

Prs (0,05, — 005,0), = — Dos 

Acta mathematica, 12. Imprimé le 12 octobre 1888. | 13 
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on a, comme il est connu:' 

Ds s Pr, = 0; Dia Psa a Pis Pia + Py4Po3 — O, 
et si: 

I I 3 
Ch Pre (u, Wy, EX UO; 3) VE RU RE U,@,,)» 

12 21 

les nouvelles périodes seront: 

q ) D 

Dot yO, ou = Enz To = Ps, 
Pie pis 

2 Pi: p 
EC REESE a el 

Pre Pie 

et en consequence 7,, = T,,- 

Soit: 
PRE ue = 
8, (01, V5, Tu, Tie» 735) 

une des dix fonctions théta paires; et #,, la méme fonction dans laquelle 

on a SUPPOSÉ 9, — v, — O. 

On sait qu'en indiquant par p la quantité: 

le produit p’#!, est une fonction des racines de l'équation f(z,, 2,) — o, 

fonction qu'on obtient en substituant ces racines dans l'expression c}, aux 
= i LA a ^ mm c racines ©, , 49, ,... de l'équation u(x, , z,) — o. 

Si en conséquence on pose: 

(Oe = p [28 — DA a $1, —— Beil, 

= p [2% =; Fis Re $5, > 9; jb 

ze m p [2M == Da —— 9: = UM ; 

Ca = p 265, —% —4— de: 

(e == o’[2% = A = 9 c dh 

(Qo == p [20 — 4j, — I, — 8 il; 

J'ai adopté la notation due au Prof" KLEIN. Voir dans les Math. Annalen, 

Bd. 27, Über hyperelliptische Sigmafunctionen. 
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AUCH 
5 

l'équation du sixième degré dont les racines sont ¢,,¢,,---,¢ 

la même forme que les équations (A) ou (D) , et l’on aura: 

Le + 4.5.3. Bo + 4*. 5.3 C]! + 3e + 5.6.4]D = o, 

dans laquelle A, B, C, D sont pour la forme f(2,2,) les mêmes in- 

variants qu'étaient @,b,c,0 pour la forme u(x, , r,). 

Déterminons maintenant la valeur de ces invariants 4, B , C, D par 

les équations: 

AN, B=m, C= mn: LR 

on aura comme conséquence: 

6, = Cr 

c'est à dire les racines de l'équation (D) en se, laquelle est une trans- 

formée de l'équation générale du sixième degré w(r,, #,) = O, s'expri- 

ment par des fonctions théta dans lesquelles la valeur des périodes est 

déterminée par les relations supérieures entre les invariants. 

Mais à cause des équations (E) on voit que; étant o, = g,, on aura 

aussi: 

L 4 2 BR 0:0, 

et en conséquence on peut déterminer la valeur des racines v,,®,,--- 

de l'équation (C) en fonctions explicites des fonctions théta. 

2. Pour atteindre ce résultat il faut se rappeler les valeurs (1) de 

b,. On sait que chacune des quinze expressions: a 5 9, 0. m ub. 1° 

(y, Fr M), Ex Ya), ZX Ys.) 

dont se composent ces valeurs sont des fonctions des h,, et l'on a, par 

exemple, 

hy hy hs hi hihi, 
(Yo SWE UBICA ==.) TET ITA 
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On trouve ainsi pour v,,v,,... les valeurs suivantes: 

2119 z 4 gi gt 47.91 ot 4 gf 4 of 2 02 .g2 q? 
mes 9, 01,05, — 0; [91505 + dd + & — 2959) 01,05], 

i 

N 
210 DES 9! 9t jt NE: $8; L9; ji E 9! gt JE 9t jt 29? 92 9° 92 

5 9 — Vo U,4U»3 5 LU 14 723 2300 Ug Vya -— = 59, 91,05], 
i 

N 

2110 AE g: gt 9t 9: jt jj 9: 9% f) 94 92 9? 92 92 

Va — Vos Uy — [9% dt te + Ad — 29,090 J, |, 

2119 RU t 94 Qt {Fat ot 4 94 4 ot 2.02 92 q2 
207 V; = 040,40, — 9; [95,05 + Fy + ados — 20,9, 04,0, |; 

N 

211 NE 9: 9: gt en y; [95 fj Jj gi ji 9? Fe: 29: 9: 92 9? 

7 Vy — Vo Vor dd, Bor + 95 05, + 5,0; 295 0303 9j]. 

à] 

210, — $igtg ipgt gi 9i 9 9. gt $292.92 2 
p V3 — Vo Va Uo, — s [9i 65 ES U'o1 V3 He 09304 — 2U5 Vos UV mle 

En résumant: la méthode que j'ai suivie pour la résolution des équations 

du sixième ordre se compose de quatre recherches différentes. 1°. Etant 

donnée une équation quelconque du sixième degré u(x, , r,) = o on peut 

au moyen de certaines fonctions de ses racines, fonctions que j'ai in- 

diquées par cj, déterminer des quantités à six valeurs y,, y, . ++: Ws» 

et les coefficients de l'équation dont les racines sont ces quantités ont la 

propriété d’être des invariants de la forme w(r,, r,). 2°. J'ai démontré 

que d'autre part l'équation w(r,, x,) =o peut être directement trans- 

formée dans une autre (forme normale (C) qui a la méme propriété 

quant aux coefficients et la méme forme que la précédente. Les racines 

de l'équation donnée w(r,, 7,) — o sont des fonctions rationnelles des 

racines de cette dernière. 3°. Mais les racines de cette derniére sont 

des fonctions des y, , y, ,... d'une forme spéciale qui rend possible d'ex- 

primer la valeur de ces mémes racines en fonction de certaines quantités 

|; composées avec les y, y, ,... de la méme manière que les c, le sont 

avec les racines de l'équation donnée. 4°. Enfin, de la théorie des fonc- 

tions théta hyperelliptiques à deux variables on déduit qu'avec les dix 

fonctions paires #,(0, 0) on peut former des quantités à six valeurs, et 

que l'équation qui a pour racines ces quantités est de la méme forme 

que les équations précédentes, et ses coefficients sont des invariants de 
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la forme du sixième ordre f(z,, 2,) qui appartient aux intégrales nor- 

males hyperelliptiques. Ces invariants peuvent donc être déterminés de 

maniere que cette derniére équation vienne à coincider avec la trans- 

formée de l'équation donnée. 

3. Jai déduit l'équation (A) en y de la résolvante de MALFATTI, 

mais je dois ajouter que cette équation, ou plus précisément la corres- 

pondante pour les fonctions ¥%,,(0, 0), se trouve dans un mémoire re- 

marquable de M. le D' Mascuke, et que la calculation directe des in- 

variants de la forme /(z,, 2,) par les fonctions $,(o, 0) est due à M. le 

D' Borza.' Peu de temps aprés la publication de ces mémoires, par la 

connaissance que j'avais depuis quelques années de la transformée en v 

de l'équation générale du sixième degré je me suis aperçu que de cette 

coïncidence de forme on pourrait déduire la résolution des équations du 

sixième degré; et j'ai communiqué ce résultat à mon savant ami M. le 

Prof" Krem. Quelques jours aprés M. Mascnkr m'a envoyé une com- 

munication pour l'Académie des Lincei dans laquelle il était arrivé au 

méme résultat par une transformation de Tscumwavs.? 

Je dois remercier M. MrrraAc-LerrLER qui, m'ayant déterminé à com- 

poser ce petit mémoire, m'a donné l'occasion de rendre plus claire et 

plus compléte la méthode que j'ai suivie. 

Milan, Aoüt 1888. 

* MascHkE, Über die quaternäre, endliche, lineare Substitutionsgruppe der Bor- 

chardt'schen Moduln. — BorzA, Darstellung der rationalen ganzen Invarianten der Binär- 

form sechsten Grades durch die Nullwerthe der zugehörigen Ó-Functionen, Math. Anna- 

len, Bd. 30. 

* Rendiconti della R. accademia dei Lincei, Seduta del 4 marzo 1888, La 

risoluzione della equazione del sesto grado, Estratto di una lettera del D' MascHkKE al 

Socio BRroscHr; Osservazioni sulla precedente comunicazione del Socio BRioscur. 
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BEMERKUNGEN ZUR THEORIE DER MEHRFACH LINEAR 

VERKNÜPFTEN FUNCTIONEN 

VON 

KARL HEUN 
in MÜNCHEN. 

Die folgenden Zeilen enthalten Zusätze sowie eine Berichtigung zu 

meinen Untersuchungen in Bd. 11, pag. 97—118 dieser Zeitschrift. Die 

Hauptfrage, welche hier erledigt wird, ist diese: »Wann sind p + 1 p-fach 

lineär verknüpfte Functionen gleichgruppig?» Herr Poincaré hat sich eine 

nahe verwandte Frage in dem Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes, 

Acta Mathematica, Dd. 5, gestellt und für p— 2 ausführlich erórtert. 

Nur handelt es sich dort um Functionen derselben Familie, wàhrend ich 

Functionen derselben Art (genre) betrachte. Eine wesentliche Bedeutung 

hat dieser Unterschied nicht, da es sehr leicht ist von dem einen Falle 

auf den andern überzugehen. Was mich die Functionen derselben Art 

bevorzugen liess. war der Umstand, dass diese unmittelbar zu den Be- 

ziehungen führen, welche als eine Erweiterung der Gavss'schen relationes 

inter functiones contiguas anzusehen sind. Gerade von hier aus eröffnen 

sich neue Gebiete für die specielle Functionentheorie. Man denke nur an 

die Art, wie Gavss die Theorie. der /-Function aus einer bestimmten re- 

latio inter functiones contiguas hervorgehen lässt. 

1. Die erzeugenden Substitutionen der p-fach lineär verknüpften 
Functionen mit à + 1 Verzweigungspunkten besitzen (cf. Acta Mathe- 

matica, Dd. 11, pag. 116) 

(p? — 1) — 1) independente Coefficienten. 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 12 octobre 1888, 
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Zu der entsprechenden Gruppe gehüren unendlich viele Differentialglei- 

chungen, die sich zunächst durch die Zahl der »individuellen» Parameter 

unterscheiden. Die Differentialgleichung, für welche diese Zahl gleich 4 

ist, besitzt, abgesehen von den Verzweigungspunkten, welche wir jetzt als 

vorgegeben betrachten, 

++ 

independente Parameter. Die letztere Zahl wird gleich (p? — 1)(i — 1), 

wenn 

k = (p — Pl — 1) — | 

angenommen wird. Hieraus folgt 

Theorem I. Einem Systeme von 4 erzeugenden lineären Sub- 

stitutionen p"* Ordnung entspricht eine Differentialgleichung der- 

selben Ordnung, welche i+ r beliebige Verzweigungspunkte und 

ebensoviele »individuelle» als »characteristische» Parameter besitzt. 

Nach dem Ansatz, welchen ich in N° 5 der erwähnten Abhandlung 

mitgetheilt habe, kann man ein System mit einer beliebigen Anzahl be- 

liebiger »individueller» Parameter auf ein bestimmtes gleichsgruppiges Haupt- 

system reduciren. Die aus Gleichung (9) |Bd. 11, pag. 112) fliessenden 

Relationen sind hinreichend zur Bestimmung der Coefficienten in der Re- 

ductionsgleichung und der »characteristischen» Parameter des Hauptsy- 

stems. Man kan jedoch denselben Ansatz benutzen um ein System (2) 

mit Ah »individuellen» Parametern auf ein gleichgruppiges Hauptsystem 

(y) mit beliebigen »characteristischen» Parametern zu reduciren. Alsdann 

werden aber die  »individuellen» Parameter infolge der Gleichung (9) l. c. 

(p — 1) tp — 1)— I | Bedingungen 

unterworfen. Sie sind also vollständig bestimmt, wenn # gleich der Zahl 

der »characteristischen» Parameter wird. Dass die Bestimmungsgleichungen 

im Allgemeinen von einander unabhängig sind, folgt aus Theorem I. — 
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Dem System (y) ordne man nun p + 1 unter einander verschiedene aber 

mit (y) gleichgruppige Functionen 2", 2,..., 2” mit je 

(p — 1)» — 1) — 11[— zl 
M 

»individuellen» Parametern zu und bestimme die Coefficienten nach dem 

erwähnten Ansatze. Hierauf eliminire man aus den p + 1 Beductions- 

gleichungen die Function (y) und ihre Derivirten. Dann entsteht eine 

Relation von der Form 

(a) HA (z2).2” + Hí(x).2? +... + H,(z).4? — o, 

worin die H bekannte ganze rationale Functionen bedeuten. Dass unter 

den (z) in der vorstehenden Gleichung auch (y) einmal vorkommen kann, 

ist selbstverstándlich. Dies führt zu 

Theorem IL Zwischen p + 1 p-fach lineär verknüpften Func- 

tionen können nur dann Beziehungen! bestehen, welche den Gavss’- 

schen relationes inter functiones contiguas analog sind, wenn wenigstens 

p derselben ebensoviele, dem Werthe nach nicht willkürliche, »in- 

dividuelle» als »characteristische» Parameter besitzen. 

Ich bemerke hierzu noch, dass man zur wirklichen Aufstellung dieser 

Relationen am bequemsten von der Gleichung (II) [Acta Mathematica, 

Bd. 11, pag. 105] ausgeht und dann analog wie in N° 5 1. c. verfährt. 

Wegen eines ausgeführten Beispiels vergl. man meine Beiträge zur 

Theorie der Lamé'schen Functionen |Math. Annalen, Bd. 32]. In diesem 

Falle ist p= 2,i— 3 und p — 1. 

2. Ein System (z) mit den »individuellen» Parametern 7; , 2, ..., 7 

und dem Indicesschema 

Wu, Moy 2-25 Myint 

No, 5 Nagy + 2 + 9 Mois 

dics lon d. en pet 

1 Ausnahmefälle können nur dann eintreten, wenn die Verzweigungsindices bestimm- 

ten Bedingungen genügen. 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 11 octobre 1888. 14 
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soll auf ein gleichgruppiges Hauptsystem (y), für welches D — — m 

ist, reducirt werden. Zugleich sollen aber auch die Coefficienten in der 

Differentialgleichung 

d?z ei s 
(r— 7x —7T,)...(x — Allee + G,_,.d? pe coe G-2—0 

vollständig bestimmt werden. 

Der Ansatz in N° 4 |l. e. pag. 109—111] giebt 

pm + k + 1) + tp (p + 1); — 1) Gleichungen, 

welche erfüllt sein müssen, weil (y) und (z) gleichgruppig sein sollen. 

Meine Behauptung (l. c., pag. 111), dass von diesen Gleichungen 

(p — 1) — 1) — 1} Gleichungen 
D | = 

Qe )| 

eine Folge der übrigen seien, ist eine wnrichtige. Sie sind vielmehr »im 

Allgemeinen» d. h. wenn nicht specielle Relationen für die Verzweigungs- 

indices bestehen, alle von einander unabhängig. Hier von überzeugt man 

sich. durch die folgenden Betrachtungen. 5 

Als vorgegebene Grössen bei der Überführung von (z) auf (y) wollen 

wir zunächst ansehen | 

erstens die Verzweigungsindices der Functionen (y) und (2), 

zweitens die k »individuellen» Parameter in (2). 

Alsdann sind als Unbekannte zu betrachten _ 

erstens die p »characteristischen» Parameter in (y) 
I 7 : 

zweitens p(k + 1) +>p(p + 1) — 1) Coefficienten in den | Func- 

tionem 65, 55. 962 

drittens p(m + 1) — = p(p — 1) — 1) — 1 Constanten in der Reduc- 

tionsgleichung. 

Man erkennt, dass zur Bestimmung dieser Unbekannten die durch den 

Ansatz in N° 4 gelieferten p(m + k + 1) + -p(p + 1)(i — 1) Gleichungen 

genügen, wenn dieselben von einander unabhängig sind. Der Ansatz in 

N° 5 l e. liefert aber ebenfalls das Resultat, dass die »characteristischen» 
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Parameter in (y) bestimmt sind, wenn die »individuellen» Parameter von 

| (2) beliebig vorgegeben sind. Ein Widerspruch in den Ergebnissen beider 

Reductionsmethoden ist unmöglich, denn sie folgen beide aus dem Princip 

der Irreduetibilität der Differentialgleichungen für (y) und (z). Folglich 

| sind in der That die obigen Gleichungen von einander unabhängig. 

| Wir wollen nun als Daten ansehen 

| erstens die o »characteristischen» Parameter in (y) 

| zweitens k — po »individuelle» Parameter in (2) 

drittens die Zahl D — — m, 

und als Unbekannte 

‚erstens p(k + 1) + pp + 1)(j — 1) Coefficienten in den Functionen t 

' L] 

| Ta Gry EE 

zweitens p »individuelle» Parameter in (2) 
: I \se . 

| drittens p(m + 1) + 2 p(p + 1)(i — 1) — 1 Constanten in der Reduc- 

; tionsgleichung. 

Der Ansatz in N° 4 1. c. liefert wiederum die hinreichende Zahl von Be- 

stimmungsgleichungen für die Unbekannten. 

| Hiernach muss der Satz auf pag. 112 l. c. durch die folgenden er- 

I setzt werden. 

Theorem III. Ein mehrfach lineär verknüpftes Functionensystem 

lasst sich stets auf ein Hauptsystem mit vorgegebenen »characteristi- 

i schen» Parametern reduciren, doch werden hierbei ebensoviele »in- 

D dividuelle» Parameter des zu reducirenden Systems dem Werthe nach 

| bestimmt, als das Hauptsystem »characteristische» Parameter besitzt. 

: Theorem IV. Ein p-fach lineär verknüpftes Functionensystem 

1 mit einer beliebigen Anzahl beliebiger »individueller» Parameter làsst 

sich immer durch ein Hauptsystem und p — 1 successive Derivirte | 
derselben lineär und rational ausdrücken. Die »characteristischen» 

Parameter des Hauptsysteins sind durch ein gewisses System simul- 

taner algebraischer Gleichungen bestimmt. 

Nachdem die Coefficienten in der Differentialgleichung für (z) voll- 

ständig bestimmt sind, könnte man fragen, welche derselben man als 

characteristische Parameter ansehen soll. Es ist jedoch nicht nothwen- 

dig diese naturgemäss unbestimmte Frage durch eine willkürliche Fest- 
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setzung zu entscheiden. Da man nemlich immer eine Gleichung von der 

Form 
y 

yt a= yt Pg br. E 

aufstellen kann, so ist (z) durch seine »individuellen» Parameter, die Zahl 

D und die »characteristischen» Parameter von (y) determinirt. Es er- 

scheint mir daher am einfachsten entweder gar nicht von »characteristi- 

schen» Parametern des Systems (2) zu sprechen oder, wenn man es thut, 

diejenigen des Hauptsystems (y) zu verstehen. 

3. In Rücksicht auf verwandte Untersuchungen anderer Mathema- 

tiker, welche die von mir als »individuelle Parameter» bezeichneten Grössen 

einfach »ausserwesentlich singuläre Punkte» nennen, sehe ich mich ver- 

anlasst meine abweichende Terminologie zu begründen. Zunächst führt, 

wie schon RikMANN gezeigt hat, die natürliche Entwicklung der Theorie 

der mehrfach lineär verknüpften Functionen unmittelbar auf die Differen- 

tialgleichung [Acta HURLED re Bd. 11, pag. 105] 

di G. [k]. gs +0, + + G2 = 0 

Für p — 2 hat man also 

Durch eine bekannte Substitution lässt sich diese Gleichung durch die 

einfachere 

G,|k 9.3 = = 

ersetzen. Diese Form resultirt nun oon aus der von Herrn Fucus ge- 

wählten wenn k Verzweigungspunkte in ausserwesentlich singuläre Punkte 

degeneriren. Nimmt man jedoch p — 3 dann ist diese Überführung nicht 

mehr möglich, so lange die Gleichung G,[k| = o nur lineäre Factoren 

besitzt. 

Gc 

Es ist auch bemerkenswerth, dass man bei dem von mir eingeschla- | 

genen Weg gar nicht auf die Theorie der logarithmischen Integrale zu 

recurriren braucht, wenn man nur annimmt, dass die Fundamentalglei- 

chung für (2) ungleiche Wurzeln hat. 

Frankfurt a/M. 26. Mai 1888. 
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SCHERING'S BEWEIS DES RECIPROCITATS-SATZES 

FÜR DIE QUADRATISCHEN RESTE: 

DARGESTELLT MIT HÜLFE DES ZEICHENS [x] 

VON 

JACOB HACKS 
in BONN. 

Die verallgemeinerte characteristische Zahl für den Rest » und für 

den Modul », wo » und » ungerade relative Primzahlen sind, wird 
. SU HI 2 

Anzahl der in den ; Brüchen : (nach SCHERING) definiert als die 

m — I 
"N 

agi! 2.7 3.n 2 
DIFF; H , ete | = 
m m Mm m 

Nun ist offenbar, wenn absolut kleinsten negativen Reste. vorkommenden 

in einer Zahl x enthaltene ganze Zahl bezeichnet, [x] die grósste 

[sucede nb m 

je nachdem der absolut kleinste Rest von = negativ oder positiv ist. 

Bezeichnet man also die oben definierte characteristische Zahl mit y, so 

kommt iR 

era 
! Nachr. d. Gesellsch. der Wissenseh. zu Göttingen 1879, p. 217. 

Acta mathematica, 12. Imprimé le 11 octobre 1888. 
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» sei die characteristische Zahl für m in Bezug auf den Modul », dann 

ist ebenso 

2 
s=1 

es ergibt sich demnach mit Benutzung eines zuerst von Gauss (Werke 

II, p. 5) bewiesenen Satzes 

m—1 n—1 

PET i sj An 1 
STL I sm T m — I nm — I DNE ee PSP lan 2 LT 2 2 2 

Nun ist 

cm ES 
RES sn TM < sm I 

(2) > usb 2 

wie sich auf folgende Weise zeigen lässt. Es ist nach dem auf solche 

Functionen, die mit wachsendem Argumente fortwährend wachsen, aus- 

gedehnten Diricnter’schen Satze (Acta Mathematica, Bd. 10, p. 16 sqq.) 

n—1 m—1 
= $= —— 

(3) Y[tebeX peru s
e 

2m 

ed sn I m(2s — I) d) Mp N 

(4) Y [seil 2n = Zee RES 

Ferner ist 

IE d s=1 s=1 

fh = II 2 3 = E == 3 x an 1 
. 2m m 2m + n 4 x 1 

2 ut 2 ve 4 | 22m "| Ns |= + "| 

ms 2n t 2n TEE b 2n D piam 

E (m + 1) m | zm + 1) | a die B (m + 1) (n — um 

CARNET 2n 2n 2n à an e 

2 z t3 

m—tt-n—t NS SEES -— zl 
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Durch Einsetzen dieses Wertes in (3) ergibt sich ' 

5 m—1 = n—1 
E se 

® ee 
s=1 s=1 

und hieraus in Verbindung mit (3) und (4) die Richtigkeit von (2). 
(1) nimmt nunmehr folgende Gestalt an 

oder 

! Den Beweis der Gleichung (5) hat mir Herr SCHAFSTEIN in Bonn mitgeteilt. 

* Ein anderer Beweis der Gleichung (2) findet sich bei BuscHE, Uber eine Beweis- 

methode in der Zahlentheorie, Göttingen 1883. 
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ÜBER EIN SYSTEM 

LINEARER PARTIELLER DIFFERENTIAEGLEICHUNGEN 

VON 

I. HORN 
in REHBACH. 

In den folgenden Blättern wird die Aufgabe in Angriff genommen, 

die Untersuchungen des Herrn Fucns über das Verhalten der Integrale 

linearer Differentialgleichungen in der Umgebung der singulären Stellen 

(Crelles Journal, Bd. 66) auf Differentialgleichungen mit mehreren 

Veränderlichen auszudehnen. Da die Arbeit Rremann’s über die durch 

die Gauss'sche Reihe (x, A, y,x) darstellbaren Functionen (Abhand- 

lungen der Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften 1857) das 

Vorbild für die allgemeine Theorie der linearen homogenen Differential- 

gleichungen abgegeben hat, so liegt die Frage nahe, ob eine Function 

zweier Veränderlichen z, y durch ihre Unstetigkeiten und ihre Verzwei- 

gungsweise in ähnlicher Weise definiert werden kann, wie es RIEMANN in 

der angeführten Abhandlung für eine Function einer Veränderlichen gethan 

hat. Diesen Weg hat Herr Picarp (Annales de l'Ecole Normale 

1881) eingeschlagen, indem er eine Function z von x und y durch fol- 

gende Bedingungen definierte: Die unendlich vieldeutige Function z besitzt 

drei linear unabhängige Zweige z,, 2,,2,, durch welche sich jeder Zweig 

als lineare homogene Function mit constanten Coefficienten 

4 — G2) + 6,2, + 6,2, 

ausdrücken lässt; sie verhält sich nur an denjenigen Stellen (x, y) sin- 

gular, welche einer der Gleichungen 

qs gii; TN Macias RS, WEICH, cy 
Acta mathematica, 12. Imprimé le 26 octobre 1888. 15 
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genügen. In der Umgebung der Stellen 

DELE 0, ps Di EU, y = 0; 

AA DEN MEER A, eh 

Hat 09, UI 13 ©) mia, y — co; 

7 ©=4, gy-a, 

wo a und à beliebige Grössen mit Ausschluss von 0, 1, co sind, sind je 

drei linear unabhängige Zweige von folgender Gestalt vorhanden 

e , l-f—r 2! 
hod 1) Qs Gl eon IG 

pec l-8—y'- 2) 'Q Gy 76, 
BI fr = y—a—f pr! 

3) So » Sl 9 (x 1) Mot 

4) dd : iia ; (y = Dc 

hierbei sind sämtliche € Potenzreihen und zwar bez. der folgenden Va- 

riablen 

1) 2,y—b; 2) r—a,y; 

B ceno nem s "MI En 

I I 
5) -,9—b; 6 æ—a,-; rs j 

7) v—a,y—b. 

Herr PıcArp zeigt, dass die so definierte Function, welche in eine der 

von Herrn Pochnammer (Crelles Journal, Bd. 71 u. 73) behandelten 

hypergeometrischen Functionen übergeht, wenn man eine der beiden Va- 

riablen als constant annimmt, das allgemeine Integral eines gewissen | 

Systems linearer partieller Differentialgleichungen bildet. Zu derselben | 
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Function gelangte zuerst Herr Appetit (Comptes Rendus, 1° semestre 

1880 und Liouvilles Journal 1882) durch Verallgemeinerung der 

Gauss’schen hypergeometrischen Reihe; er zeigt, dass die Reihe 

: ; | E. (a, m -F nXE,mXBE,n) mon 

Fa; 8; orm y 2 (r,m + ny(rt,mytrt, n) y 
(m,n=0...0) 

— es ist (a, m) = a(a + 1)...(a + m — 1)5 (e, 0) = 1 — welche für 

|a|<1,|y|<1 convergiert, den Differentialgleichungen 

i 92 wach 3 402 5.98 2 
e(t == Les + y (1 pss + [7 — (a + P -r t) a] — Pu. aa — O, 

9?z 97 À 92 ‚92 fw. ot — 22 + Nat + We — gr — aga o 
genügt, in welche auch die von Herrn Pricarp abgeleiteten Differential- 

gleichungen übergeführt werden kónnen. Aus diesen beiden Differential- 

gleichungen wird eine dritte 

072 , 02 92 
œ —} = —| 
( y) dxdy B 9% E oy 

abgeleitet, mit deren Hilfe man das System so umformt, dass man drei 

Differentialgleichungen 

9?z oz 02 
~ = 2 (Ce TL 

oc? Er d. 9x 2d: oy 

A 2, ER MER PE 
(A) 99) Dag ox "os ay’ 

9°2 92 92 
— = 6,2 €, — C, — 
oy? Dh ox T oy 

erhält, deren Coefficienten «a,b,c rationale Functionen von x, y von 

solcher Beschaffenheit sind, dass das System der drei Differentialglei- 

chungen drei linear unabhängige Integrale besitzt. Das Verhalten der 

Integrale des Differentialgleichungensystems der Reihe F(a, 8, 7,7, 7, ¥) 

ist bekannt, da dasselbe durch jene Function des Herrn Picarp integriert 

wird, die gerade durch ihr analytisches Verhalten definiert worden war. 

Will man aber auf dem von Herrn Arpeıı eingeschlagenen Weg weiter 

gehn, so hat man das Verhalten der aus der Potenzreihe F(a, 7, f, yv, y) 
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entspringenden analytischen Function, die wir eine hypergeometrische 

Function nennen, aus dem obigen System linearer partieller Differential- 

gleichungen abzuleiten. Es bietet sich somit die Aufgabe dar, ein System 

linearer partieller Differentialgleichungen von der Form (A) mit drei li- 

near unabhängigen Integralen in ähnlicher Weise zu integrieren, wie Herr 

Fucus die gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen behandelt hat. 

Da das System der Differentialgleichungen der hypergeometrischen Reihe 

F(a,,ff,y,v,y) einer besonderen Klasse von Differentialgleichungen- 

systemen (A) angehört, nämlich derjenigen Klasse, welche den von Herrn 

Fucus in $$ 4—6 seiner Arbeit (Bd. 66) behandelten gewöhnlichen li- 

nearen Differentialgleichungen mit lauter regulären Integralen analog ist, 

so wird im Folgenden auch nur diese Klasse von Systemen (A), die spàter 

genauer characterisiert werden wird, eine eingehendere Behandlung finden: 

Herr Fucus untersucht in $ 3 seiner Abhandlung (Bd. 66) das Verhalten 

der Integrale einer gewóhnlichen linearen Differentialgleichung bei einem 

Umlaufe der unabhängigen Variablen x um einen singulàren Punkt; um 

bei der Integration des Differentialgleichungensystems (A) àhnlich ver- 

fahren zu kónnen, dehnen wir im ersten Abschnitt den Begriff des Umlaufs 

um einen singulàren Punkt auf mehrdeutige Functionen zweier Veränder- 

lichen aus. Da unser Differentialgleichungensystem auf ein System totaler 

linearer Differentialgleichungen zurückgeführt werden kann — setzt man 

nämlich 
ie , oz 9 
amm e AE. CRT 

so geht das System (A) über in 
D 

da, = dx + 2,dy, 

dz, = (ay2, + 4,2, + a,2,)dx + (bz, + 0,2, + 0,2,)dy, 

dz, = (b,2 + 6,2, + 542,)de + (ca, + 0,2, + ce,)dy 

— so beschäftigen wir uns im zweiten Abschnitt mit den Systemen to- 

taler linearer Differentialgleichungen 

(B) UM 3a, 83. 4% + Zb,,2,. dy, (25 1, ..., m) 
Le le 

worin @,, und b,, rationale Functionen von «, y sind, welche die Inte- 
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grabilitätsbedingungen erfüllen. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir 

uns im dritten Abschnitt zu dem System (A), wobei wir vorzugsweise 

einen. Fall behandeln, in welchem sich sämtliche Integrale regulär ver- 

halten. Als Anwendung geben wir die Integration des Differentialglei- 

chungensystemes der Reihe F(a, ,f,r,c,y) wodurch wir auf einem 

andern Wege zu den anfangs gegebenen Resultaten des Herrn Picarp 

gelangen. Beiläufig sei erwähnt, dass die fonctions hyperfuchsiennes des 

Herrn Picarp (Acta Math., Bd. 1, 2, 5) zu dem Differentialgleichungen- 

system (A) in àhnlicher Beziehung stehen, wie die Functionen einer Va- 

riablen mit eindeutigen Transformationen in sich zu einer gewöhnlichen 

linearen. Differentialgleichung zweiter Ordnung — ein Umstand, der eben- 

falls die Integration des Systems (A) nahe legt. Der vierte Abschnitt 

endlich enthalt einige Andeutungen über die Verallgemeinerung der in 

den drei ersten Abschnitten gegebenen Entwicklungen. 

ii 

Die Art der Fortsetzung einer mehrdeutigen Function zweier Ver- 

änderlichen F(x,y) von einer Stelle (@=«a,y=b) zur Stelle («= a', y=!)) 

kann durch eine einfach unendliche continuierliche Reihe von Stellen 

(x,y), welche die Punkte (a, b) und (a’, 2’) verbindet — durch einen 

die Punkte (a,b) und («w',)5) verbindenden Weg — bestimmt werden. 

Wir untersuchen das Verhalten der mehrdeutigen Function F(x, y) auf 

solehen geschlossenen Wegen, die in der Umgebung einer singulàren Stelle 

verlaufen." Unsere Function möge sich singular verhalten an allen Null- 

stellen der irreductiblen ganzen Function d(x , y); das irreductible — und 

daher monogene — algebraische Gebilde 

e (x > y) RO 

werde als singuläres Gebilde oder als singuläre Curve der Function F(x, y) 

bezeichnet. Wenn’ nicht sämtliche in der Umgebung der Stellen der sin- 
gulären Curve verlaufenden geschlossenen Wege jeden Functionswert in 

sich selbst zurückführen, wird die singuläre Curve eine Verzweigungs- 
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curve genannt. Die Functionen, welche uns künftig beschäftigen werden, 

haben eine endliche Anzahl algebraischer Curven zu Verzweigungseurven. 

Wir suchen nun diejenigen in der Umgebung der Stelle (x =a, y — 0) 

der Verzweigungscurve d(x,y) = o verlaufenden geschlossenen Wege, 

welche jeden Wert der Function F{x,y) in sich selbst überführen. Es sei 

(x, y) = A(x —a) + B(y —5) 4 ...; 

A und B sollen nicht beide verschwinden, so dass (a,b) ein einfacher 

Punkt der Curve (vr, y) = o ist. Durch die Substitution 

u= e(x,y) 

v= gr, y) 
wobei ç(x,y) eine derartig gewählte Potenzreihe von æ — à, y — b ist, 

dass die Determinante 
Ou Ov Qu ov 

0x Oy = Oy Ow 

für » = a,y = b nicht verschwindet, wird 

ey) esum 

wo G(w,v) eine Function ist, welche sich in der Umgebung der Stelle 

(u — 0,v — o) nur an denjenigen Stellen, für welche v=o ist, singular 

verhält. Die obigen Substitutionsgleichungen ergeben 

z—a=flu,v), 

y—b=gW,v), 

wo f(w, v), g(u,v) an der Stelle (4 =o,» = o) verschwindende Potenz- 

reihen von x,» sind. Ist (x’, y’) eine Stelle in hinreichender Nähe von 

(a,b) und entspricht dem Wertsystem (x = x’, y — y das Wertsystem 

(v=w,v=v‘), so lassen sich æ— x’, y — y' als Potenzreihen von u — w', 

v — v' darstellen. Da, wenn (z',y) als reguläre Stelle der Function 

F(x , y) vorausgesetzt wird, jeder Zweig dieser Function in der Umgebung 

von (x',y) in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, so sind auch 

sämtliche Zweige der Function G(w, v) in Potenzreihen von # — w', v — v' | 

entwickelbar. Da die Stelle (x',y) nur der Beschränkung unterliegt, | 
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dass sie nicht der Gleichung (x, y) = o genügen darf, so verhält sich 

G(w,v) regulär an allen einer gewissen Umgebung von (w — o, v = 0) 

angehórigen Stellen, für welche nicht v — o ist. Für Functionen einer 

einzigen Veränderlichen gilt nun der Satz, dass ein geschlossener Weg, 

der keine singuläre Stelle umschliesst, jeden Functionswert in sich zurück- 

führt. In àhnlicher Weise beweist man für Functionen mehrerer Variablen 

den folgenden Satz: Ein geschlossener Weg im Gebiete der beiden Va- 

riablen x, y führt jeden Zweig der Function F(r,y) in sich selbst zurück, 

wenn sich die Function regulär verhält an allen Stellen (a’, y') von der 

Beschaffenheit, dass x’ bez. y' von dem von der Variablen x bez. y in 

ihrer Ebene durchlaufenen Wege umschlossen wird. Da sich nun G(w, v) 

in der Nähe von (u = o, v = o) nur an den Stellen mit verschwindendem 

v singulär verhält, so erleidet die Function auf allen in einer gewissen 

Umgebung von (u = o, v = o) verlaufenden geschlossenen Wegen von der 

Deschaffenheit, dass der von v beschriebene Weg den Nullpunkt der v- 

Ebene nicht einschliesst, keine Änderung. Ubertrigt man dies auf die 

Function F(r,y) so erhält man den folgenden Satz: 

»Die mehrdeutige analytische Function F(x, y) besitze die sin- 

guläre Curve d(x , y) — 0, von welcher (x =a, y — b) eine einfache 

Stelle sei. Setzt man irgend eines der Functionselemente, welche an 

der in einer gewissen Umgebung von (a,b) liegenden Stelle (£, 7) 

vorhanden sind, fort auf einem Wege, der ebenfalls in jener Um- 

gebung verläuft und wieder in (€, 7) endigt, so erhält man hier 

wieder das ursprüngliche Functionselement, vorausgesetzt, dass der 

durchlaufene geschlossene Weg so beschaffen ist, dass der Weg, den 

infolge dessen die complexe Grösse &(r,) in ihrer Ebene zurück- 

legt, den Nullpunkt nicht einschliesst», 

oder mit anderen Worten, dass sich das Argument der complexen Grósse 

nicht ändert — unter dem Argument der complexen Zahl a = |« |. e* 

ist die Grösse © verstanden. Unter Anwendung der Bezeichung: 

»Ein geschlossener Weg umwindet die Curve d(x, y) = o fach in 

positivem Sinne, wenn beim Durchlaufen dieses Weges das Argument der 

complexen Grösse dx, y) um A.2zi wächst» 

nimmt der obige Satz einen ähnlichen Ausdruck an, wie der entsprechende 

Satz für Funetionen einer einzigen Veränderlichen: 
»Durch einen in der Umgebung einer einfachen Stelle (a , b) der 
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singulären Curve &(r,y) — o verlaufenden geschlossenen Weg, der 

die Curve g(x,y) =o nieht umwindet, wird jedes Element der 

mehrdeutigen analytischen Function in sich selbst zurückgeführt.» 

Zwei in der Umgebung von (a, b) verlaufende, von einer Stelle aus- 

gehende und wieder dahin zurückführende Wege, welche die singuläre 

Curve d(r,y)- o gleich viel mal umwinden, führen ein Element der 

mehrdeutigen Function möglicherweise in ein anderes, aber jedenfalls in 

dasselbe andere Element über; wir nennen zwei solche Wege äquivalent. 

Ein Weg, welcher die Curve d(x , y) =o in der Nähe der Stelle (a, b) 

umwindet, lässt sich leicht angeben. Ist 

Dix, y) = A(v— a) + B(y —)) +... 

und verschwinden A und B nicht gleichzeitig, so setzt man 

x —4 + at, y —5 + £r, 

wo a, ß nicht die Gleichung 

Aa-+ BRB=o 

befriedigen. Dadurch wird 

d)a,))=da+tel”+...; 

diese Potenzreihe besitzt innerhalb einer gewissen Umgebung von t= o 

ausser / = © keine Nullstellen. Vollzieht die Variable ¢ im Innern jener 

Umgebung irgend einen Umlauf um die Stelle ¢ = o, so umwindet der 

diesem Wege der Variablen ¢ in Folge der Gleichungen x = a + at, 

y — b + ft entsprechende Weg der Stelle (r, y) die Curve d(r,y) =o 

und zwar einfach, weil € = Aa + BB von Null verschieden ist. 

Unter (a, b) sei nun ein p-facher Punkt der Curve (x, y) = 0 ver- 

standen, so dass die Entwicklung von d(r, y) mit Gliedern a“ Dimension 

in z— a,3 — b beginnt: 

d(x, ¥) = (e—a,y—b), +.. 

Durch die Substitution 
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geht Æ(x,y) in eine Function G(w,v) über, welche ausser der singu- 

laren Linie v=o in der Umgebung der Stelle (w — o, v — 0) noch 

andere Singularitäten besitzt, da sich jetzt © — « , y — b nicht mehr als 

Potenzreihen von »w, v darstellen lassen. Die Function G(w, v) ist aber, 

wenn. man von der singulären Linie » =o absieht, in der Nähe von 

(u = 0, v — o) ebenso verzweigt, wie x, y als Funetionen von u,v. Ein 

in der Nähe von (u — O0, — o) im Gebiete der Variablen (u,v) be- 

schriebener geschlossener Weg, der x und y zu ihren Anfangswerten zu- 

rückführt, führt auch wieder zu dem ursprünglichen Werte der Function 

G(w, v), falls die Variable » den Nullpunkt ihrer Ebene nicht umwindet. 

Der oben ausgesprochene Satz gilt auch für den Fall, dass (a, b) 

ein mehrfacher Punkt der Curve d(x, y) = 0 ist. 

Setzt man aber 

po— à + at, y = d + ft, 

wobei (a, 8), nicht gleich o ist, so stellt der Weg, welchen die Stelle (x, y) 

beschreibt, wenn die Variable ¢ den Punkt / — o umwindet, nicht wie früher 

eine einfache, sondern eine y-fache Umwindung der singulären Curve dar. 

Dieselben Sätze selten auch in der Umgebung der Stellen einer unendlich 

fernen Linie x — oo oder y — co, da sich jede solche Stelle in eine 

. im Endlichen gelegene Stelle transformieren lässt. 

Unter der Umgebung einer Stelle (a,b) der singulären Curve d(v, y) —o 

wird im Folgenden der Giltigkeitsbereich des oben abgeleiteten Satzes ver- 

standen. Ist nun (a’, 0) ein anderer Punkt derselben singulären Curve, 

. welcher in der Umgebung von (a,b) liegt, so ist ein von einer in der 

Umgebung von (a,b) gelegenen Stelle (€, 7) ausgehender Weg, der die 

singulàre Curve umwindet, einem folgendermassen gebildeten Wege äqui- 

valent: man geht von (5$, 7) im Innern der Umgebungen der Stellen (a,b) 

und (a’, 5) nach einer in der Umgebung von («', ») gelegenen Stelle 

(€, 7’), vollzieht innerhalb der Umgebung von (a’, b’) einen Umlauf um 

die singuläre Curve und kehrt nun von (é, 7’) nach (5,7) auf demselben 

Wege zurück, welcher vorher in umgekehrter Richtung durchlaufen wurde. 

Denn jeder der beiden Wege ist dem folgenden Wege äquivalent: man 

geht von (&,7) auf dem nach (£,%') führenden Wege nur bis zu einer 

Stelle (£^, 7°), die in der gemeinschaftlichen Umgebung von (a,b) und 

(a’, b) liegt, beschreibt sodann in dieser gemeinschaftlichen Umgebung 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 2 novembre 1888. 16 
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einen geschlossenen Weg, der die singuläre Curve umwindet, und durch- 

läuft nun den Weg, der vorher von (€, 7) nach (£*, 7°) geführt hatte, in 

umgekehrter Richtung. 

Ist (a,b) eine Stelle der singulären Curve d(x, y) = o, welche zu- 

gleich der singulären Curve d'(x , y) = o angehört, so erkennt man durch 

Anwendung der Substitution 

u = xs, y); py DE, y), 
. 

dass zwei in einer gewissen Umgebung von (a,b) verlaufende geschlos- 

sene. Wege, welche die singulàre Curve (x,y) = o gleich oft, die sin- 

guläre Curve d'(x , y) — o gar nicht umwinden, einander äquivalent sind. 

Der vorhin ausgesprochene Satz gilt mithin auch dann noch, wenn von 

den Stellen (a,b) und (a’, b’) die eine oder beide ausser d(x, y) = o 

noch einer anderen singulären Curve angehören, wenn nur die die Curve 

ó(r,y)- o umwindenden Wege nicht zugleich noch eine andere singu- 

lire Curve umwinden. À 

Da die ganze Function dx, y) als irreductibel vorausgesetzt ist, so 

ist das algebraische Gebilde (x, y) = o monogen im Sinne des Herrn 

WEIERSTRASS; mann kann daher irgend zwei Stellen (a, 6) und (a’, b’) 

der Curve d(x, y) = o durch eine continuierliche Reihe von Stellen (x,y) 

dieser Curve verbinden; auf diesem Wege kann man eine endliche Anzahl 

von Stellen 
(a, D) CSTD ar CAR UPS Cia) 

so annehmen, dass immer die folgende in der Umgebung der vorherge- 

henden liegt — das Wort »Umgebung» in dem oben gefassten Sinne ver- 

standen. Durch Wiederholung der auf S. 121 angestellten Betrachtung 

(nach dem Vorhergehenden darf der die Stellen (a,b) und (a, b’) ver- 

bindende, aus Stellen der singulären Curve d(x,y) = o gebildete Weg 

auch noch andere singulàre Curven durchschneiden) ergiebt sieh der fol- 

gende Satz: 

Ist (a,b) eine beliebige Stelle der irreductiblen (monogenen) singu- 

laren Curve d(r,y)-— o einer mehrdeutigen analytischen Function von 

x,y, so kann ein die singulàre Curve d(x, y) = © umwindender Weg, 

der von einer Stelle (£,7) in die Umgebung von (a,b) ausgeht und ganz 

in dieser Umgebung verläuft, ersetzt werden durch einen anderen Weg, 
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den man auf folgende Weise erhält: wenn (a', b’) irgend eine andere 

Stelle der singulären Curve (x, y) = Oo ist, so geht man — auf einem 

Wege, der sich aus den letzten Betrachtungen ergiebt — zu irgend einer 

Stelle (£,z' in der Umgebung von (a’, D), beschreibt innerhalb dieser 

Umgebung einen geschlossenen Weg, der die Curve dx, y) = o um- 

windet, und kehrt schliesslich von (£,') nach (£,») zurück, indem man 

denselben Weg, der vorher von (€, 7) nach (£,') führte, in entgegen- 

gesetzter Richtung durchläuft. 
Den Sinn dieses Satzes, der uns später von Wichtigkeit sein wird, 

kann man kurz so aussprechen: 

»Eine mehrdeutige analytische Function zeigt in der Umgebung 

der verschiedenen Stellen derselben irreductiblen singulären Curve das 

nàmliche Verhalten.» 

Zu späterer Verwendung ist folgender Ausdruck des Satzes geeignet: 

»(«, 6) und (a’, 0) seien irgend zwei Stellen der irreduetiblen 

singulären Curve d(r, y) = o einer mehrdeutigen analytischen Func- 

tion. In der Nähe der Stelle (a, 5) seien unter andern die Func- 

tionselemente 2,,...,2, vorhanden, welche durch einen Umlauf um 

die singuläre Curve übergehen in 

=] E €(z SLAP SIDE; e ^ * - I Zn = Cn (2 DO Am) 

Man kann die m Elemente z,,...,2, auf einem solchen Wege nach 

einer Stelle der Umgebung von (a’, 5 fortsetzen, dass man dort m 

Elemente 2;,...,2z7, erhält, welche durch einen in der Umgebung 
m 

von (a', 6’) vollzogenen Umlauf um die singuläre Curve in 

P. a AY E ) 2! PEUT DL FN 

eA = 910815 3 09 9), E c © ? Canet Quis +++ m) 

übergeführt werden.» 

Dass für Functionen von » Veränderlichen ganz analoge Sätze gelten, 

ist leicht ersichtlich. -Es ist für die folgenden Anwendungen nicht er- 

forderlich, auch solehe geschlossenen Wege in Betracht zu ziehen, welche 

nicht in der Umgebung der Stellen einer singulären Curve verlaufen. 

Um von den gewonnenen Ergebnissen eine einfache Anwendung zu machen, 

untersuchen wir das Verhalten einer algebraischen Function von z, in 



124 I. Horn. 

der Umgebung der Stellen einer singulàren Curve. Durch die algebraische 

Gleichung 

G (55-52) 10 

wird z als algebraische Function von x,y definiert. Ist 

G(s,y,2) = gla, y). dons y) nmm ses 
so wird z an denjenigen Stellen (x,y), welche der Gleichung g,(r, y) = o 

genügen, unendlich. Enthält die ganze Function g,(x, y) den irreductiblen 

Factor ¢(x, y), so ist g(a, y) = o eine singuläre Curve der algebraischen 

Function. Jede mehrfache Wurzel der Gleichung 

genügt auch der Gleichung | 

9G (v.g ,z) 
——— 0: 

92 
Y s : : 9G . . 

Bezeichnet man die Resultante von @ und 5; Bezug auf z mit R(x, y) 
z 

so entspricht nur denjenigen Stellen (x,y), welche der Gleichung 

Rx ,)-—o 

genügen, eine mehrfache Wurzel z der algebraischen Gleichung. Ist f(x, y) 

ein irreductibler Factor der ganzen Function R(x, y), so ist (x,y) = o 

eine singulire Curve und zwar im allgemeinen eine Verzweigungscurve 

der algebraischen Function. Dass an jeder Stelle (£, 7), welche keiner 

singulàren Curve e(x,y) = o und keiner Verzweigungscurve (x, y) = o 

angehört, m Elemente der algebraischen Function z vorhanden sind, welche 

sich in Potenzreihen von x — £,y — »; entwickeln lassen, ist bekannt. 

Ist e(x,y) = o eine singuläre Curve, die nicht zugleich Verzweigungs- 

curve ist, und ist g,(r, y) durch ce(x, y) teilbar, so ist . 

- 

> = ox,» 

eine algebraische Function, die an einer Stelle -(a,b) von g(r,y) = o 

nicht mehr unendlich wird, also als Potenzreihe von 2 — a,y— b dar- 

stellbar ist. Mithin gilt für einen Zweig der Function 2 die Entwicklung 

Pa — «à, y — b) 

gx, y 
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Ohne auf diesen Fall nàher einzugehen, nehmen wir nun an, es sei 

g(x,y) =o eine Verzweigungscurve, aber nicht zugleich d(r, y) ein 

Factor von g,(r, y). Wir setzen voraus, dass für alle Stellen (zr, y) von 

dx, y) = o die p Gleichungen 

G2, yy 2) = 0, 

9G (x, y, 4) 

92 
= O, 

on Gen 2) 

| oi 

eine gemeinschaftliche Wurzel z besitzen, dass also für jede dieser Stellen 

p Funetionswerte zusammenfallen. Diese Voraussetzung làsst sich genauer 

folgendermassen ausdrücken: 

Wendet man auf 

3,57 9G (x .wW.z) 
GU iss). und Ga, y, 2) — au AUR) | 

3 s 02 

als Functionen von z betrachtet, das Verfahren zur Auffindung des ge- 

meinschaftlichen Teilers an, so erhält map sie dargestellt in der Form 

G(v,y,z) = gx, y, 2)z—g(e,v)) + Rx, y), 

G'(r,y,2) = gx, y, 2) — g(a, y)] + Rx, y), 

wo R,g,9,g rationale Functionen von z,y,4 und g’ ganze Functionen 

von z sind. Der Zähler der rationalen Function R(x, y) ist die Resul- 

tante R(x,y). Setzt man in den beiden Identitäten 

p, y) :— ge, y) = a(x, y) 

und entfernt die Nenner, so ergiebt sich 

H e(x,y)"G(r,y,g(v,y)) =o | 
| mod g(x, y). 

o Il ofa, y)” "@l2,y,9(&,9Y) 
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Nach der gemachten Voraussetzung ist, wenn man 

G (x 5 U5 2) Ri. EO eS 

setzt, 

e(r,y)""G?[z.y,g(v,y)) 0, mod dw, y)  @=0,1,..4»—0 V 

Genügt die Stelle (x, y) der Gleichung d(r, y) = o, so ist diesen p Con- 

gruenzen zufolge z= g(x,y) eine p-fache Wurzel von G{x ,y, 2) = 0. 

Es sei nun x = a , y — b eine Stelle von d(x, y) — o, die keiner andern 

singulären oder Verzweigungscurve angehört, und z= c die zugehörige 

p-fache Wurzel von G — o. Zu einer Stelle (x,y) in der Nähe von 

(a, b) gehören p Functionswerte 20, ..., 2, welche für &æ — a,y — 6 

in c übergehen. Beschreibt der Punkt (x,7) in der Nähe von (a,b) 

einen geschlossenen Wee, so nehmen 2% ,...,2% wieder ihre ursprüng- 

lichen Werte an, falls jener Weg die Curve (x, y) = © nicht umwindet; 

andernfalls kónnen sich jene p Werte unter einander vertauschen. Wie 

im Falle einer einzigen unabhängigen Veränderlichen lassen sich zO,..., 2” 

in eine Anzahl Gruppen so zerlegen, dass sich die Elemente einer Gruppe 

bei einem Umlauf um g(a”, y) = o cyklisch vertauschen. 

Für die # Elemente einer solchen eyklischen Gruppe lässt sich ein 

analytischer Ausdruck aufstellen. Jedes dieser » Elemente bleibt un- 

geändert bei einer j-fachen "Umwindung von d(x,y) — 0, d. h. wenn 
1 

v= d(r,wy) seinen ursprünglichen Wert wieder annimmt. Durch die 

Substitution 
(drin 

S 
Dry)", 

wo e(r,y)- A(x — a) + B(y—b) +... ist, geht z in eine Function 

von «, v über, die sich in der Umeebune der Stelle (4 = ©,» = o) re- 3 D D 

gular verhält, also in eine Potenzreihe von w, v entwickeln lässt. Führt 

man wieder x und y ein, so erhält man jene » Wurzeln dargestellt durch 

einen Ausdruck von der Gestalt 

1 y 

gum CMS Be — a, y — b).d(x Jy) 
y=0 

m 



Über ein System linearer partieller Differentialgleichungen. 127 

In der Umgebung einer jeden andern Stelle der irreductiblen Curve 

dx, y) — o ordnen sich die m Werte der algebraischen Fanction z in 

ganz derselben Weise in Gruppen an, wie dies aus dem Satze auf S. 123 

folgt. Hat man eine Verzweigungscurve d(r,)-— o, die zugleich Un- 

endlichkeitscurve ist, so gilt in der Umgebung einer Stelle (a,b) dieser 

Curve eine Entwicklung von der Form 

1 v 
— — } 

z= > DU nc y — b) ; e (a ; y)" , 
vel 

wie man durch Verbindung der auf eine Unendlichkeits- und eine Ver- 

zweigungscurve bezüglichen Entwicklungen erkennt. 

Um zu finden, wie sich die p Werte 2”,..., 2” in der Nähe der 

Verzweigungseurve d(x,y) — o in Gruppen verteilen, setzt man 

ro— A + at, y = b + ft, 

wo (a,b) irgend eine einfache Stelle von (x, y) = o ist und 

oc! 

ms 
2d 

a E) de BI 

* 

nicht verschwindet. Dadurch geht die Gleichung 

über in 

die p Werte der dureh letztere Gleichung definierte Function 2 von f, 

welche für 7 — o gleich c werden, verteilen sich in der Nähe von t — o 

in derselben Weise in Gruppen, wie die Werte der durch erstere Gleichung 

definierten Function z von r,y in der Umgebung der Stellen der Ver- 

aweigungscurve d(x,y) = o. Da man für eine algebraische Function 

einer Variablen die fragliche Gruppenverteilung durch das Puiseux’sche 

Verfahren ermitteln. kann, so kennt man sie auch für die algebraische 

Function zweier Variablen. In ganz derselben Weise kann man eine al- 

gebraische Function von # Veränderlichen behandeln. ^ 

Zur weiteren Anwendung der entwickelten Sätze und zugleich zur 
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Vorbereitung auf die Theorie der linearen Difterentialgleichungen möge 

noch die Integration eines totalen rationalen Differentials gegeben werden. 

Es seien 

f(v , y), 9(&, v) 

rationale Functionen, welche die Integrabilitätsbedingung 

of 9g 
oy ^. Oe 

erfüllen; das von einer Stelle (€,%) zu einer andern (r, y) auf einem 

gewissen Wege erstreckte Integral 

(Gr, y) 

0 = [Tre mar + ale, yt 
(5,5) 

ist gleich dem Werte, den die durch das Differentialgleichungensystem 

Qv 3 ov 

"fan. Pr) OY 

definierte Function » in (2, y) annimmt, wenn man sie, von (€, x) mit 

dem Werte o ausgehend, auf dem Integrationswege nach (x , y) fortsetzt. 

inthalten die rationalen Functionen f(r, y), g(x , y) im Nenner die irre- 

duetiblen ganzen Functionen 

d (x RE d, (a , y), 4 

so hesitzt die Function » die singulären Curven 

DEN) — On eo ee Cee 
1 X 

Die oben bewiesenen Sätze nehmen im vorliegenden Falle folgende Gestalt 

an: Alle geschlossenen Integrationswege, welche in der Umgebung einer 

Stelle (a, 5) der singulären Curve d(r, y) = o verlaufen und diese Curve 

gleich oft umwinden, sind äquivalent; insbesondere ist das Integral gleich 

Null, wenn der Integrationsweg «die singuläre Curve nicht umwindet. 

Ferner sind zwei geschlossene Integrale, deren Integrationswege dieselbe 

irreductible singulire Curve (x, y) = o in der Umgebung zweier ver- 

schiedenen Stellen (a,b) und (a’, b') umwinden, einander eleich. 
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Es sei 

TS e cad de AE 
f(a , y) - de yo... da (at MT 

gu, y) —- RD) mmis d. s yy... Ome, 9) 

Die Werte, welche unser Integral auf geschlossenen Wegen erhält, die je 
eine singuläre Curve d4(r, y) = 0,..., d, (r,y) — o umwinden, mögen 
mit 

| SHA, 4. Any DUA. 

bezeichnet werden; man künnte dieselben Perioden des Integrals nennen. 

Da die Function . 

A, log d, (m , y) +... + À, log di (x , y) 

dieselben Perioden besitzt, so ist, wenn man 

v= DA log db,(& : y) + H(x, y) 
a=1 

setzt, H(x, y) eine eindeutige und zwar eine rationale Function. Zur Be- 

rechnung von A, wählen wir den Integrationsweg, welchen 

e=a-+ at, y = b + bi 

beschreiben, wenn ¢ den Nullpunkt umwindet; (a,b) ist eine beliebige 
einfache Stelle von d,(z , y) = 0; 

Wig ze 
quae I eset: 

| ow Nr : ies LIT 
ist ebenso wie 

d'a (a , b), PER depen e aD 

von Null verschieden. Die angegebene Substitution liefert das Integral 

f F.(t)at, 

wo 

a T(a + at, b + DE) + b'a(a + at. b + bt) 
F,(t) ze m 

JT Gta + at, b + vts 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 5 novembre 1888. 17 
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eine rationale Function von # ist, die für £ — o unendlich wird. Die 

Periode 2ziA, ist gleich dem um #—0o herum erstreckten Integral 

f Ft, also 
A, = |£.(t)]- 

Die rationale Function H(r, y) hat die Form 

G (v . y) 
S M] 2 =? ¢ ,( yy ^ d'm (x Sl) 

A(x , 1) = 

um die ganze Function G(x, y) zu berechnen, setzt man die Ableitungen 

nach x bez. y der. beiden Seiten der Gleichung 

jae . Y)dæ + gv, y)dy As 
d(x (y yu. 8 han (x i y)" 

! G(x, y) 
À. log d. (a , y) LA long (Ty > 

1 g JUIN JJ sp à dad CORT FUNG LAN ) a de c ys > Um (% E I: 

einander gleich: 

9G 2 b 9d 
! 2 z > 
die Im, EL (Me = I, Pt Gat Passe - Pe 

h 
e n—1 Hm— 1 > 4 9c 

TE I di de — À, 2x d see Da basa ACT du 

9G 2 ad h ER ER Y uA va } 

e x6 ^ Dm oy G pal (Pa 1) oy d Aen Padua voco Din 

) ° h 
ze ui —1 Um —1 Ca 

NO c or +02 dr = A, 2y d "ira d.a Das zc D 

Es sei 

wo G%(x,y) eine homogene Function A" Grades bedeutet, die also der 

Gleichung 

2G . G0 
== i = AGO 

or y oy A 
T 
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genügt. Durch Vergleichung der Glieder 4 Dimension in den beiden 

obigen Gleichungen ergeben sich Gleichungen von der Form 

aGU+1) mao 260 re A 

TAM. "IT LS Hun +... + LU. 313 + MOG + + MAG = Tos 

aGeat) 2GU) 9G) a » 2s ; 

D = ere Lo an + oo. 4 Hose} y + NY G^ + ees + N ) Go) == QU. 

wo L,M,N,P,Q ganze homogene Functionen von «,y sind, deren 

Grad durch den oberen Index angedeutet wird. Multipliziert man die 

beiden letzten Gleichungen mit x, bez. y und addiert sie, so ergiebt sich 

zur Berechnung der homogenen Teile der ganzen Function G(r, y) die 

Recursionsformel i 

(A + DOG 4E [ALO en Mu as Ny! GH TE 

aS [Lo MCD % NA y qo {Mx E NU! Go = PHyt ¢ CD ay 

S RE zx y Ze Ur y 

Wir sind nun auch im Stande, das System linearer Differentialglei- 

chungen erster Ordnung 

ez B i 92 Cx j 
af iM. 25 eme DU 

zu integrieren; es ist nàmlich 
GG , y) 

1 —1 
(fx, y) dz + gir, y)du] dr.y Cm, yy" 

à —= el É E )^"e E j 
SE die J yy" Hur 9» (y 
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Si 
Da das System linearer partieller Differentialgleichungen (A), welches 

uns in der vorliegenden Arbeit beschiftigt, auf ein System totaler linearer 

Differentialgleichungen zurückgeführt werden kann, so gehen wir im ge- 

genwärtigen Abschnitt auf die Differentialgleichungensysteme der letzteren 

Art und zwar zunächst auf diejenigen mit einer einzigen unabhängigen 

Variablen ein. Durch das System der Differentialgleichungen 

nr d, 
(€) us = 254,525, (a, 9c) 

^s 

wo unter A,, eine Function von ¢ verstanden ist, werden 2,,...,2, als 

Functionen von ¢ definiert, über deren Verhalten wir den Arbeiten von 

Herrn SavvacE (Annales de l'École Normale, 1882, 1886) Folgendes 

entnehmen. 

Ist / — 7 eine beliebige Stelle, in deren Umgebung sich sämtliche 

Coefficienten A,; 

System von Potenzreihen 

regulàr verhalten, so wird das System (C) durch ein 

^ 1 = ae fae ( - 
"1 == Be E c) , RCE CE) ne ipa (¢ a c) 

befriedigt, welche für 7 = 7 die willkürlich vorgeschriebenen Werte 

ej ^ 2) N HE} Am E Cj 

annehmen. Eine Lösung (z,,...,2,) des Differentialgleichungensystems 

(C) kann also nur an den singulären Stellen der Functionen 4,, ein sin- 

guläres Verhalten zeigen; man nennt diese Stellen die singulären Punkte 

des Differentialgleichungensystems. Es lassen sich m Lósungen unseres 

Systems (C) 

19:9 °° * 9 ong 
= 

angeben, durch welche jede Lösung (z,,...,2,) in der Form 

eI = C £y =F Qo =F Caen 

w 
C 2 Gary 

m 21 ml Suse Grm 
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ausgedrückt werden kann. Ein solches System von m Lösungen nennen 

wir ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungensystems. Durchlauft 

die unabhängige Variable ¢ einen geschlossenen Weg, so gehen die Ele- 

mente z,, eines Fundamentalsystems über in Functionen z,;, welche sich 

in der folgenden Weise durch z,, ausdrücken: 

= RT ! s 
Say. — Cia T° CJ Qc =a nam 

(4-1, ..., m) 

LEE dst RO CARRE CN CPC am mi~al 7 inm ^ am * 

hierbei sind die C von « unabhängige Constanten, die nur durch den von 

der Variablen / beschriebenen Weg bedingt sind. Jedem singulären Punkt 

t — c des Differentialgleichungensystems (C) entspricht ein Fundamental- 

system 2,;, welches bei einem Umlauf um den singulären Punkt ein be- 

sonders einfaches Verhalten zeigt. Hat die Determinante 

| C,; — 80,4 | (4, 821, ..., m) 

N 

— à,,- I, wenn a= f ist, sonst — o — lauter einfache Elementarteiler 

s—C,,...,s—C, (vergl. Weıerstrass, Berliner Monatsberichte 

1868), so geht das erwähnte einfache Fundamentalsystem z,;, welches 

das zu dem singulären Punete / — c gehörige Fundamentalsystem genannt 
wird, bei einem Umlauf um den singulären Punkt über in 

Fl mae i 
Aj Cs, +, Am = Cam, 

2 — S > =f" a . 
Zim au Cin 2 «dere i9 "mm — LIN ao 

wenn ınan 

y tcs f] PTIT fm C, =e "rsen TY SENS E. 

setzt, so gilt die Darstellung 

en ar. n I — Dod 

Gn — (t C) SO Bh Teas) (t c) TE 

Er rw ^ MM aM'm # 

Aim a (é EA €) Sim ? FD ap] min Ea (£ TT c) Er 
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wo ¢, in der Umgebung von ¢ — c eindeutig und .daher in eine nach 

positiven und negativen Potenzen von / — c fortschreitende Reihe ent- 

wickelbar ist. 

Weniger einfach gestaltet sich die Entwicklung, wenn die Determi- 

nante | C,, — sd,,| auch mehrfache Elementarteiler besitzt; ist s — C ein 

p-facher Elementarteiler derselben, so enthält das zu dem singulàren Punkte 

gehörige Fundamentalsystem eine Gruppe von p Lösungen. 

AIM Si OO TY) 

Sap s rtt s Emps 

welche durch den Umlauf um / — c übergeführt wird in 

Zur ee. ms 

wobei 

(a1, ..., m) 

Zap =F Cz,, zi Es p—1* 

Für die in Rede stehenden p Lösungen besteht folgende Entwicklung 

Su == (t pz e) Gas 

fay = (t — ey [Sn + c log (t py 
up 

Zt VI, + &, log (t — e) +... + Pflog(t — e)? 

wenn man 

C = err 

setzt und unter sämtlichen ¢ in der Umgebung von ¢ = c eindeutige 

Functionen versteht. 



Über ein System linearer partieller Differentialgleichungen. 135 

Von besonderem Interesse sind diejenigen Differentialgleichungensy- 

steme, bei welchen in der Entwicklung des zu einem singulàren Punkte 

t — c gehörigen Fundamentalsystems sämtliche oben mit £ bezeichneten 

Reihen bei geeigneter Wahl der Exponenten r nur positive Potenzen von 

t — c enthalten, oder, wie man sich nach Herrn Tomé ausdrückt, bei 

welchen sich sámtliche Integrale in der Umgebung des singulären Punktes 

— c regulär verhalten. Wir machen von dem folgenden Satze Gebrauch, 

dessen Beweis den Inhalt einer Arbeit von Herrn SaAvvacE (Annales 

de l'Ecole Normale 1886) bildet: 

»Das Differentialgleichungensystem 

dz, ee 
(C’) 4 = Di Pg ME) eee (a,8=1,..,m) 

dt $ FE I 

worin p,,...,p, positive oder negative ganze Zahlen und die Coef- 

ficienten 

Gag (t) = 0,5 + act xls a, t + viae 

Potenzreihen von ¢ sind, besitzt in der Umgebung des singulären 

Punktes ¢ = o lauter reguläre Lösungen.» 

Es ist für folgende Anwendungen erforderlich, auf die Form dieser 

regulären Lösungen genauer einzugehen. (Ich hatte sowohl den soeben 

angeführten Satz bewiesen, als auch alle in der vorliegenden Arbeit ent- 

haltenen Entwicklungen bereits ausgeführt, als ich von der zuletzt ci- 

tierten Arbeit von Herrn SauvaGE Kenntniss erhielt. Da mir dieselbe 

jetzt nicht zugänglich ist, so ist es mir nicht möglich, im Folgenden ge- 

nau an dieselbe anzuknüpfen.) 

Wir beschäftigen uns zunächst mit einem Differentialgleichungen- 

system von der Form 

(C”) be = 2 (0. E (tst — Su -) py à (a, 821,..., m) 
8 

da das System (C^ leicht auf die Form (C”) zurückgeführt werden kann. 
Soll dem System (C") durch ein System von Potenzreihen 

v, = Qe (v), (@=1,..,.m) 
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genügt werden, so müssen die Coefficienten (v,), den Gleichungen 

Amr Yarn, jc Yi Melia Æ avg e-S1m 

genügen. Setzt man 4 — o, so erhält man als notwendige Bedingung 

für das Vorhandensein eines Systems von Potenzreihen: 

ke) 

Setzt man 

R(A) = | dus — 49,5 |, 

und bezeichnet man die Unterdeterminanten dieser Determinante mit 

R,9(A), so wird 

RA). (n), = ER, (2). Ela (nia +... + 92. 

Ist die Determinante |a,;| vom Range m — y, so lassen sich aus den 

Gleichungen 

m — p der Grössen (v,),,...,(v,), als lineare homogene Functionen der 

y übrigen darstellen, oder mit anderen Worten, (v,),,...,(v,)) erscheinen 

als lineare homogene Functionen von p, willkürlichen Constanten £, , ..., 5. 

Wenn ZA(4) für keinen ganzzahligen positiven Wert von À verschwindet, 

so erhält man sämtliche Grössen (v,), als lineare homogene Functionen 

NON he i cacy (5. 

(v,), = ho) +... + E QU; 

da die » Reihen 

in einer gewissen Umgebung von ¢ = o convergieren (vergl. SAUVAGE, 

a. a. O.), so gilt der Satz: Ist die Determinante | 4,,| vom Range m — y 
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^ 

und verschwindet die Determinante | @,; — Ad,; 

positiven Wert von A, so wird das Differentialgleichungensystem 

| für keinen ganzzahligen 

dv, 

Cum Zu + at eus 

durch » Systeme von Potenzreihen 

01g. — Pat) ac Une = Balt) (Bela) 
befriedigt. 

Wir berechnen nun ein Fundamentalsystem des allgemeinen Differen- 

tialgleichungensystems (O"). Setzt man 

V4 = Ua; (a=1, .…,m) 

so erhalt man für c, die Differentialgleichungen 

de, : 
zs — I (ays — 1042) e; + ..., 

aus welchen Potenzreihen für ¢,,...,¢,, hervorgehen, falls r der Gleichung 

D(r) = |(,,; — rà, |o) oe | 

genügt. Hat diese Gleichung lauter einfache Wurzeln 7,,...,7,,, von 

denen keine ‘zwei eine ganzzahlige Differenz besitzen, so ergeben sich m 

Lósungen 
, ema. Jn ; == Jr 
Vi a t Nat , radii NO] Vint = "€ 

Pm mI 
v ny x t € Im ? CE iy Un hinc I € um , 

wo sümtliche © Potenzreihen von / sind. 

Es sei nun r — 7, eine j-fache Wurzel von D(r) = o, und r — r, 

trete u-mal als einfacher Elementarteiler der Determinante 

auf, d. h. die Determinante sei durch (r — r,)*, alle Unterdeterminanten 

(m — 1)** Ordnung durch (r — r,)' teilbar u. s. w., während nicht alle 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 8 novembre 1888, 18 
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Unterdeterminanten (m — p) Ordnung für r = r, verschwinden, so dass 

die Determinante 
| ug — Aap | aff 

den Rang m — y hat. Da somit dem Differentialgleichungensystem für 

Ci5-.., €, durch y Systeme von Potenzreihen genügt wird, so besitzt zm 

das Differentialgleichungensystem für v,,...,v,,  Lésungen von der Form 

Wir haben also den Satz: 

»Hat die Determinante 

| us — 0,5 | 

lauter einfache Elementarteiler r — 5, ,...,r — r, (von denen auch 

mehrere einander gleieh sein kónnen), so besitzt das Differential- 

gleichungensystem 

[— = - (a, + Mgt + ag 3i Ug (a, 81, ..., m) 

in der Umgebung der singulären Stelle / — o ein Fundamentalsystem 

von der Gestalt 
/ eh " iR LT 
Vi =. En , epo Uy Ar t Cr 

. 

Chen "m T Yın 

v, ni red / € m ?* JU MU à Vin TI t Om m?* 

WO Pise €,, IN Potenzreihen von ¢ entwickelbar sind.» 

Um auch den Fall wo die Determinante D(r) einen mehrfachen 

Elementarteiler r — r, besitzt, behandeln zu können, untersuchen wir zu- 

nüchst das System 

dv, ; 
deg ees I (Gag + at + ..)v; 

unter der Voraussetzung, dass |4,,| = o ist und dass die Determinante 

DQ) = ae er 

den Elementarteiler 4° besitzt. Es ist gleichgültig, ob noch andere Ele- 
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mentarteiler von der Form A^ vorkommen oder nicht. Wir werden sehen, 

dass eine Lósung von der Form 

e—1 

vu = p v® (log t)! 

existiert, wo v? (vy =0,1,...,@—1) Potenzreihen sind, die sich aus 

den Differentialgleichungen 

jee — 2 (0) 

= 20,0; +. 

do 

tp = hg vy — (e — 1) +..., 
€ 

(e—1) 4X €—2) 
3 V3 wa Va ps LAU 

ergeben. Diese Differentialgleichungensysteme erhält man, wenn man 

den obigen Ausdruck für v, in (C”) substituiert und die Coefficienten 

der verschiedenen Potenzen von logí betrachtet. Damit diesen Differen- 

tialgleichungen durch Potenzreihen v® genügt wird, ist, vorausgesetzt, 

dass D(A) =o keine ganze positive W Aes besitzt, notwendig und E 

reichend, dass die Gleichungen 

La, sv dic 

2a, v; = (e— 1), 

< nT ee Se 

; Ea =), 

E aug ve) == vu 
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durch endliche, nicht sämtlich verschwindende Werthe von v, p(9, ..., vo” -) 

erfüllbar sind. Man erkennt dies sofort, wenn man die obigen e Diffe- 

rentialgleichungensysteme als ein einziges System mit den em Functionen 

v® auffasst. Aus der Theorie der Transformation einer Schar bilinearer 

Formen in die Normalform (Weıerstrass, Berliner Monatsberichte 

1868) ergiebt sich Folgendes: Multipliciert man die Gleichung 

Lavy = (e— »)vg 
Ls 

mit einer Unbestimmten x, und summiert über <= 1,..., m, so erhält 

man die Gleichung 

uU, vy = (e — ») Zu, vi” D: 
Os 

Führt man statt der Variablen w,,...,w, vermittels einer bilinearen 
m 

Substitution neue U,,..., U, und statt der v^, ..., v? vermittels der 

Substitution 
) ya vw UP 3c ie (=0,1,...,e—1) 

m 

aise, AP Lae 
a. af 

eine neue Reihe V}”,..., V ein, so gehen die beiden bilinearen Formen 

über in 

(Ep eer ume EP PERLE CORRE A ee ae 

es besteht also die Gleichung 

OVOP Ee VO PURE Ves E UD) EE" e 

setzt man die Coefficienten der verschiedenen U auf beiden Seiten ein- 

ander gleich, so erhalt man die Gleichungen 

(Gi m ve 

VO (en) VO 2 

(v=0,1, ..., e—1) 

VO, — (em, 
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welche dadurch befriedigt werden, dass man Vj", Vi", ..., Vi» will- 

ktirlich lässt, ferner 

po. rc. (e NM 1) V? 

Vg, espe 2) VU VE (fe 1:)V9 e 

Um, = pum. Ve = (1 ; 2) ye, I. Ve D (1 e — 1)V, 
e—2 e 

ale übrigen V gleich Null setzt. Die Functionen Vo”, V, ... ve» 

enthalten e willkürliche Constanten, nämlich die zu ¢ =o gehörigen 

Werte von Vi, Vt»,..., Vi, Man. erhält also auch für v9, «D, ..., ve” 

Potenzreihen von ¢, welche e willkürliche Grössen linear enthalten; daher 

treten e dem Elementarteiler 4° entsprechende linear unabhängige Lösungen 

von der Form 
e—] 

D 2 v? (log 1) r gia (a=1,.., m) 

v=0 

auf; giebt man den in den v»? vorkommenden willkürlichen Constanten 

geeignete Werte, so erhält man e linear unabhängige Lösungen von der 

Gestalt 
» oS (0) DD 

3 Re XU , XD 
Us ES ve log f =F Va 

Hiernach kann man den folgenden Satz aussprechen: 

»Die Wurzeln der Gleichung 

D(r) = |a; — 16,4 | = o 

seien so beschaffen, dass keine zwei eine ganzzahlige (von Null ver- 

schiedene) Differenz besitzen. r — r, sei eine mehrfache Wurzel und 

r — r, ein e-facher Elemehtarteiler der Determinante D(r) Dann 

besitzt das System der Differentialgleichungen 

dv, 

dt 
t =a lg) U5 

(4, 5=1, m) 

V (0) = dog 
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e Lösungen von der Gestalt 

V, = WO, 

9, = fea + oy logt], 

9, = ton + ea logt + eu (log #)°}, 

De Tp Pret ONG a eite Tom er 

wobei sämtliche c Potenzreihen von £ sind, zwischen denen ähnliche 

Relationen bestehen, wie im Falle der gewöhnlichen linearen Diffe- 
rentialgleichungen.» 

DN 
— V0qg Bevor wir den Fall behandeln, wo die Gleichung |« = af 

Wurzeln mit ganzzahliger Differenz besitzt, dehnen wir die bisher für 

das Differentialeleichuneensystem (C^) eewonnenen Resultate auf das all- 
e re] e 

gemeinere System 

dz, pee EB T 

c) a7 PU Hm OF 

aus, welches durch die Substitution 

= = tie v,, (4 —1, ..., m) 

lv n 
Em > [ Ias(t) — di Pal Us 

übergeführt wird. 

»Hat die Determinante 

| 1 5v 
| Aus XA 0, s( Du E r) | 

lauter einfache Elementarteiler r — r,,...,r— r,, so besitzt das 

System (C in der Umgebung des singulären Punktes ¢ — o ein 

Fundamentaisystem von der Form 

= he ee ARE Le " 
"i Isa 3 mE *"ml* «11 

2 n fat Pye lm pe # 
“1m t Simo + + + > Sam t Smm 
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WO 13. Gm in Potenzreihen von ¢ entwickelbar sind. Einem 

e-fachen Elementarteiler (r — r,) der Determinante 

|a af c. O13 (De =r r) 

entspricht eine Gruppe von e Lüsungen des Systems (C’) 

- 219 = trot n Ws Mr Bus d p» Pn u 

más 

wobei %,,,...,u,,; Ausdrücke von der Form má 

? C+ f'logt-+....; Sn logie > 

sind, unter £, ¢’,... Potenzreihen von / verstanden.» 

Die Gleichung 

| Gag — 10,5 ag == (9) 

bez. | dug — (p, + 7)2,,| —o 

kann man die zu dem singulären Punkte / — o gehórige determinierende 

Gleichung des Systems (C") bez. (C’) nennen. 
Es bliebe nun noch der Fall zu behandeln, dass mehrere Wurzeln 

der determinierenden Gleichung des Systems (C’) oder (O^) um ganze 

Zahlen verschieden sind. Wir werden diesen Fall nicht erschöpfend be- 

handeln, sondern nur so weit entwickeln, als es für die Anwendungen 

im nächsten Abschnitte erforderlich ist. Hat die determinierende Glei- 

chung des Differentialeleichungensystems (C") die beiden Wurzeln x, und 

T", + e, unter e eine ganze positive Zahl verstanden, und sind beide ein- 

fache Wurzeln, oder was auch schon hinreichend ist, r — r, und r — (r, + €) 

einfache Elementarteiler der Determinante | «,; — ró,;|. so sind zwei Ló- 

sungen von folgender Form vorhanden 

p, — P (2 Cus 

v, = the, log t + Pei, 

wo e, und e; Potenzreihen von ¢ und k eine Constante ist. Tritt r— (v, + €) 

p mal, r — r, » mal als einfacher Elementarteiler auf, so sind » Lösungen 

von der Form v,, » Losungen von der Form v; vorhanden. Ist r—(r, + e) ‘a9 
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ein zweifacher, r — r, ein einfacher Elementarteiler, so sind drei Lösungen 

von folgender Form vorhanden 

= Weg a. va 

y, = tro, logé + v; ch, 

v, — t"*'lg,(log?)* + kg, logt} + t^e 

ist dagegen r — r, ein zweifacher, r — (r, + e) ein einfacher Elementar- 

teiler, so haben wir drei Lósungen von der Gestalt: 

rJ = Deo 

Qi (ute lost 4 to, ay 

v, = toto, (logt)? + t"[ke; logt + c7]. 

Diese Sätze ergeben sich teils von selbst, teils vermittels einiger weiterer 

Betrachtungen aus der Arbeit von Herrn SAUVAGE (Annales de l'Ecole 

Normale 1886). Die analogen Sätze für das System (C’) sind leicht aus 

den angegebenen herzuleiten. 

Es ist nun unter Zuhilfenahme der in Nr. I angestellten Betracht- 

ungen nicht schwer, die vorstehenden Entwicklungen auf das Differential- 

gleichungensystem 

^ 

(B) E = $17 # s; $ EI 2 Bee, (4, 7=1,...,m) 

t D n) 

auszudehnen, worin A,;, B,; Functionen von z,y sind, welche den Inte- 

grabilitätsbedingungen Gilde leisten. Auf POMA im Gebiete der Va- 

riablen (zr, y) verlaufenden geschlossenen Wege erfährt ein Fundamental- 

system des Systems (B) dieselbe Veränderung wie im Falle einer unab- 

hàngigen Veründerlichen, es geht nàmlich 

LA Er) eio De) Émm 
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über in 

2 2 
NL PELA CHO 

wo 

Pa CUN ! 
exp a C21 Eis CCS + Cim£am s 

- (a—1,..., m) 

= C » i } (& E) 
"an. — ml al A s mm * am 

ist. Setzt man die Coefficienten A,;, B,; als rationale Functionen von 

r,) voraus, deren Nenner die irreductiblen Factoren e(r,y), d (v, y), ... 

enthalten, so sind 

e (x ; y) = O, p(x 4) ON. nr 

die singulären Curven des Systems (D). Während früher das Verhalten 

eines Fundamentalsystems bei einem Umlauf der unabhängigen Variablen 

# um einen singulären Punkt untersucht wurde, betrachten wir hier ein 

Fundamentalsystem, welches auf einem geschlossenen Wege, der eine sin- 

guläre Curve @(x, y) = o umwindet, ein besonders einfaches Verfahren 

zeigt. Aus den Entwicklungen des ersten Abschnitts ist ersichtlich, dass 

in der Umgebung einer jeden Stelle von ¢(x, y) =o ein Fundamental- 

system existiert, welches bei einer Umwindung der singulären Curve 

dasselbe Verhalten zeigt, gleichviel in der Umgebung welcher Stelle die 

Umwindung stattfindet. In den. Ausdrücken, die für die Lösungen eines 

solchen Fundamentalsystems im Falle einer Variablen oben aufgestellt 

wurden, braucht man, um die Gestalt des zu der Stelle (a,b) der sin- 

gulären Curve dó(r,y)-— o gehörigen Fundamentalsystems zu erhalten, 

bloss (¢-— c) durch d(x, y), log(t — c) durch log d(x, y) zu ersetzen 

und unter den € Functionen von rz, zu verstehen, welche sich in der 

Umgebung der Stelle (a, 5) eindeutig verhalten, möglicherweise aber an 

den Stellen der Curve d(x,y) = o unendlich werden. Die Functionen 

€ lassen eine Darstellung von folgender Gestalt zu: 

oo peasy —d), 
> — h(a : y) 

Acta mathematica, 12. Imprimé le 14 novembre 1888. 19 



146 I. Horn. 

Durch die Substitution 

“er, v= dla, 
geht die Function ¢ welche in der Umgebung von (a, 6) eindeutig ist 

und nur an den Stellen von (x, y) —o unendlich wird, in eine Func- 

tion von w,v über, welche in der Umgebung der Stelle (u — o, v — o) 

eindeutig ist und nur unendlich wird, wenn v — o ist. Sie ist nach dem 

Laurent’schen Satze in der Form 

= + 

E TG Pm E 

darstellbar, wo C, in cine Potenzreihe von « entwickelbar ist. Führt 

man wieder x,y ein, so ergiebt sich die oben angegebene Form der 

Function £ 

Von besonderem Interesse sind nun wieder diejenigen Differential- 

gleichungen, deren sämtliche Lósungen sich in der Umgebung der Stellen 

einer singulären Curve d(x,y) =o regulär verhalten; in diesem Falle 

können die Exponenten + in der angedeuteten Entwicklung so gewählt 

werden, dass die Functionen f in Potenzreihen von x — «a , — b ent- 

wickelbar sind. Ein Differentialgleichungensystem, dessen Lösungen die 

erwähnte Eigenschaft haben, ist z. B. 

d (&, iss 9e eZ f sn d y) T 

(B) 
Dr, zm — Eg 2,9%) 

oder das allgemeinere 

92, jio 

De Eb, gym fan sg) ass 
(B^) 

92, CR E 
oy — DG y) aus (n N) «Bas 

WO Pise.» Pn positive oder negative ganze Zahlen sind, f,,(x , y) und 

9u3(@ , y) Potenzreihen von vx — «,y — b, welche den Integrabilitätsbe- 

dingungen Genüge leisten — unter (a,b) irgend eine Stelle der singu- 

lären Curve verstanden. 
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Aus dem Früheren folgt die Existenz eines Fundamentalsystems des 

Systems (B^, dessen Glieder von der Form 

a; M, 

2 = (v, y/|& + & log dx, y) +...) 

sind; &,&,... verhalten sich in der Umgebung der Stelle (a, b) ein- ma "z3.* 

deutig. Dass diese Functionen in unserem Falle bei geeigneter Wahl von 

r nicht unendlich werden, also in Potenzreihen von 2 — «4,3 — b ent- 

wiekelbar sind, lehrt folgende Betrachtung. Setzt man 

y = à + ul, y = bd + Ut, ; 

wo (a,b) eine einfache Stelle der Curve d(r, y) = o und 

h ; ad , ad 

a zu) 

nicht gleich Null ist, so wird 

a,b 

d(z, y) = te(t), 

log 2 (t, y) = logt + x (0, 

2, — l'IC + G logt + ..}; 

, 
g(t) ist eine für / — o nicht verschwindende Potenzreihe von ¢; €,, ¢/,..- 

sind in der Umgebung von to eindeutige Functionen von f, die für 

{ =o unendlich werden oder nicht, je nachdem £,, £,... an den Stellen 

von d(r,y)-- o unendlich werden oder nicht. Da aber z, den Diffe- 

rentialgleichungen 

dz, Lae \ : 

zer = Zhus(t) - 235 

hs u3 
(£) ed a fyg(a + at. b + DE + L'aus(a ate at b + Ut) 

E g(t) 

genügt, so sind €,, €’,... bei geeigneter Wahl von r Potenzreihen von f, 

also auch &,£,,... Potenzreihen von «—a,y—b, Für das System 

(B") ergiebt Sich hieraus der Satz; 
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»Das Differentialgleichungensystem (B’’) besitzt in der Umgebung 

der Stelle (a, 6) der singulàren Curve d(v,y)— o m Lösungen von 

der Form 
z, = O(a, yy tre, 

z= dés WG + Slog pera) +) 
wo sämtliche € Potenzreihen von x — a, — b sind.» 

Wird das System (B^ durch ein System von Potenzreihen 2,,....2, 

befriedigt, so bestehen die Congruenzen 

Lhasa ‚Y).2,=0 | 

mod d(x, y 

2g. ec » y) -£5 70 

aus welchen sich die folgenden ergeben: 

fs (x = Y) | —O | 

3 mod d(x, 

Setzt man nun 
= dx, y) 

in das allgemeine System (B’) ein, so genügt & den Differentialgleichungen 

ac s ad hla a a sole 

? (x,y) 9x E| fas @, y) Mag 4 =p 

[je Bee N 9 1 uf as 3@ ds y a N e F D(x,1 = Z| o y) — r6, — |G. \ ( y) 3y = I gU y y) 0,5 3y. - 

Sollen nun 4&,...,4£, Potenzreihen von x — a,y—b sein, so muss r 

die Congruenzen 
1 og 
ME, Mess Kr = Oo | 
| 7 HH - 

M mod d(x , y) 

| Gag > Y) — 0,5 Bp E o 

befriedigen, aus welchen, wenn man x = «,y = b setzt, die Gleichungen 

| og 

| fag(@ , b) — 0.43 =] — 10; 
| CE Jr=a,y=b 

QU 
Gag (Qs b) = LES | = 2 

CY Ir=a,y=b 
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hervorgehen. Die beiden Congruenzen ınüssen, da die Existenz von Inte- 

gralen von der Gestalt 

bereits feststeht, dieselben m Wurzeln r,,...,», haben; man erhält für 

ry, +++), dieselben Werte, welche Stelle (a,b) der singulären Curve 

d(r,y)-— o man auch in die Congruenzen einsetzt, um aus denselben 

Gleichungen herzuleiten. Nimmt man Rücksicht auf die Form der Lo- 

sungen, wie wir sie im Falle eines mehrfachen Elementarteilers bei einem 

System mit einer unabhängigen Variablen kennen gelernt haben, so er- 

kennt man, dass die beiden Determinanten 

TW A 9d | 

| f (* , y) — 14, oe |» 

| adı 

gag (© 5 Y) — TO 4g 2j 

dieselben Elementarteiler (r — r,)‘ besitzen, wenn man darin für (x, y) 

irgend eine Stelle von ¢(x, y) =o setzt. Geht man schliesslich, ähnlich 

wie es oben bei einem Systeme mit einer Variablen geschehen ist, von 

dem System (B^ zu (B”) über, so ergiebt sich der Satz: 

»Die aus dem System (B”) hergeleiteten Determinanten 

: S v. Of 

| fas(t , 9) — (r + P,) Ose 5, 

| (p Y : » 99 | 
Jaga ? Y) XT ü Eis Pa) Pag y | 

stimmen, wenn man für (r,)'eine Stelle von (x, y) = o setzt, in 

den Elementarteilern überein. Sind lauter einfache Elementarteiler 

Fass, F— n, vorhanden, und befinden sich unter den Grössen 

Fay... 0, keine zwei mit ganzzahliger Differenz, so ist in der Um- 

gebung einer Stelle (a, b) der singulàren Curve (x, y) = o — die 

nicht zugleich einer anderen singulären Curve angehórt — ein Fun- 

damentalsystem von der Form 

Au Se d (a ? uio Qu L Ou e a) Amı == d (w ? Vus eni , 

E a a+ E = ; "n Pu 
Zi TA d (a ? y) a ar , Di mm — d (a , y) Cnm 
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vorhanden, wo sämtliche f Potenzreihen von #«—a,y— b sind. 

Einem e-fachen Elementarteiler » — r, entsprechen e Lösungen, deren 

Gestalt sich aus der Entwicklung auf S. 142 dadurch ergiebt, dass 

man /^ durch d(x,y)°,logt durch log d(r,y) ersetzt und sich 

sämtliche 7 als Potenzreihen von zx — «4,5 — b vorstellt. In ähn- 

licher Weise erhält man die Gestalt eines Fundamentalsystems in 

dem Falle, dass mehrere Wurzeln » sich um ganze Zahlen unter- 

scheiden.» 

m. 

Die im vorigen Abschnitte über totale lineare Differentialgleichungen 

abgeleiteten Sätze wenden wir nun an, um das System linearer partieller 

Differentialgleichungen 

Ce 92 Oz 

apt Mo? ae ti 5 ap ah, zm 

9"z 2 92 ee ee sp UR Mos 
9x01 0 EUR 1 a 3E 2 Oy 

9*2 T 02 9 
Sn Oe Ge hy LI 
ay” VPE Rea / 

unter der Voraussetzung zu integrieren, dass die Coefticienten a,b,c 

solche 

hängige Integrale ergeben. 

rationale Functionen von «,y sind, dass sich drei linear unab- 

Damit dies der Fall ist, müssen die Glei- 

chungen 

die Integrabilitätsbedingungen des Systems (A), identisch in x , y , 2, — 

erfüllt 

9,02, «992 
dy 08° — 2m 201} 2 

9 9° 9 072 

dy 9x0y | ec oy” ; 

02 ez 

oa” dy 

sein. Dass unter dieser Bedingung auch wirklich drei linear un- 

e . 
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abhängige Integrale vorhanden sind, erkennt man, indem man das System 

(A) in ein System totaler linearer Differentialgleichungen 

dz, = 2,dx + 2,dy, 
0 1 

dz, = (a2, +42 +%2,)de + (bi, + 6,2, + b,z,)dy, 

dz, = (b,2, +b,2, -Fb,2,)de + (ez, + e,2, + ¢,2,)dy 

überführt, wo 
3 = 9 _ ez 

d ES ox ? nc 9y 

gesetzt ist. Infolge der Integrabilitàtsbedingungen des Systems (A) sind 

auch diejenigen des Systems totaler Differentialgleichungen erfüllt. Die 

Anwendung der Sätze über totale Differentialgleichungen ergiebt Folgen- 

des (vgl. ArPELL, Liouv. Journ. 1882): 

Dem System (A) genügt eine vieldeutige Function z von x,y, welche 

ige Zweige 2,, 2,, 2, besitzt, durch welche alle übri- drei linear unabhingig 

gen in der Form 
2= 60648, + C4, + 6,2, 

ausgedrückt werden kónnen. Die Function z hat nur die singulären 

Curven der rationalen Functionen a,b,c zu singulären Curven. Man 

nennt das System der drei Integrale 2,, 2,, 2, ein Fundamentalsystem des 

Systems (A) und die Determinante 

» 92, 92 

ET d Oy 

oz 9% 
A = A ; cb. : IIE 

ox Oy 

Ék. 02, 92, 

CNT MEET 

die Determinante des Fundamentalsystems. Durch irgend einen im Ge- 

biete der Variablen «x, y beschriebenen geschlossenen Weg wird das Fun- 

damentalsystem 2,,2,, 2, in 

= CoË0 2 Con T Cort) 

ME € 0% zl Cat ae Cia) 

UCET Coo zs Ci as C3373 

Ree 

Av. | © 

u 
- 

tw] 
| 
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übergeführt, wo die c Constanten sind, die nur von der Wahl des Weges 

abhängen. In der Umgebung einer Stelle (a, 6) einer singulären Curve 

d(r,y)-—-o existiert ein Fundamentalsystem, dessen Elemente von der 

Form 

= $e, WF. 
2 = Jr, yy {e+ & log d (a > Y) +... | 

sind, wo ¢, ¢’,... Functionen sind, die sich in der Umgebung von (a, b) 

eindeutig verhalten. 

Wir gehen auf das allgemeine System (A) nicht weiter ein, sondern 

machen über die Coefficienten die Voraussetzung, dass sie in der Um- 

gebung der Stellen (x — a, y = b) der singulären Curve d(x, y) = 0 

die Form 
A A A 

D ES - uL vm E a= , 
0 d? 1 d I 2 d 

B, B, B, 
b, HR: bi = reg b, LI = ;) 

(Qe e WA 

( 1 (s (i 

6 = CREER = 
0 d 1 e 2 d 

haben, wo A, B,C in Potenzreihen von x — a, y — b entwickelbar sind. 

Diese Form besitzen die Coefficienten des Differentialgleichungen- 

systems der hypergeometrischen Reihe F(«,8,f8,ry,c,y).in der Um- 

gebung der Stellen der sämtlichen singulären Curven. 

Das Differentialgleichungensystem 

n2 E AME Ese A 
ccu en al en 

2.02 oz 92 AIR RE pm Mar Pee 
(A ) i 9r) Be + f B, On + f B, 01 

d?> oz oz 

a T IE WG DO 
c oy” 0 ie rasa dr 2 i 2 oy 

geht, wenn man 

9% 92 

du ducem mm da 
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setzt, über in das System totaler linearer Differentialgleichungen 

92 

Le LU E 2? 

92 9d $25 — Ay + (4, — En + Aye, 

22 A. / QU 
a Ba + Ba + ( B, xL 

9 "A J : al 

bom = CA + Ce, ZB (C, Ty ps 

- welches von der in II. behandelten Form (B^ ist. Daher haben alle In- 

tegrale von (A^ die Form 

z= d(x, y Pie —a,y— b), 

a = de, y){B,(@—a,y—b) + B(x —a,y— b) log px, y) + ...}. 

Jedenfalls muss ein Integral 

8d, 

wo £ eine Potenzreihe von x — «,y — 0 ist, vorhanden sein; setzt man 

diesen Ausdruck in (A^ ein, so ergeben sich für ¢ die Differentialglei- 

chungen 

D] Lid DRE hp cie hp cie 
ur TE 13503 a 07 

ex at at 

ni ces i eae apr) ess LO. 
= ¢ 0y VS no. eh 2x + ¢ 9, dy 

2 0€ 
— = Nx TRE IR E 

e oy? RS + eR, Qv 25 eR, oy 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 14 novembre 1888. 20 



154 I. Horn. 

wenn man bezeichnet: 

P, — A, + (AS + AL) mn — (2%), 

Q, = B, + (Bp so) — ( I =. 

R= Giro Edo rr cepe) 

Poe OT — re RG. 

Pica Ae Op Bre =e, n. 

Soll £ eine Potenzreihe von x — «a , y — b sein, welche nicht das Produkt 

aus d(r,y) in eine andere Potenzreihe von x —a,y— b ist, so muss 

P, = 2 

Q, =O; mod (x, y) 

RA, =o 

sein. Es muss also eine Grösse 7, welche diese drei Congruenzen gleich- 

zeitig befriedigt, vorhanden sein; wir werden sogleich sehen, dass die drei 

Gleichungen zweiten Grades in » 

ad QUA LM 9d? 
Mahon Arse ts dar enl oe 2 

ad 54 adh ag D : T bel een tars Acme Ae he B, + v(B, = +B, = UE 

lh 

(op Q qr c, € 
0 = A or x: ^t sy) 

I I | a = 
nn =] = > 

welche man aus den obigen Öongruenzen erhält, wenn man für (xr, y) 

eine beliebige Stelle (a,b) der Curve d(x,y) = o setzt, zwei Wurzeln 

r,,r, gemein haben, welche von der Wahl der Stelle (a, 6) unabhängig 

sind. Es ist allerdings möglich, dass diese Gleichungen zum Teil iden- 
2 
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tisch erfüllt sind. Hatten die drei Gleichungen nur eine Wurzel gemein, 

so müsste das System (A" drei Integrale von einer der folgenden Formen 

1) 44'$,9'$,9) 5, 

2) P,P, WC + EU logy), 

3) PE PI log d + &), dI (logs)? + & ogg + 57 
besitzen. Setzt man . 

PF: Mu, R, = bh, 

so müsste das System 

CRS Tie ES LS 
Dr Past 

ee ey QEX 0, a 
1 9:9 y u. “(D z ?3y * 

Cd clé ot 
= RC jae m dm 

g ey? 23 19x up uc 

entweder ein Integral 

C= Clogé + C 

wo &,£” Potenzreihen sind, besitzen oder durch drei nicht durch (x , y) 

teilbare Potenzreihen ¢, £, & befriedigt werden. Im ersten Falle genügt 

£4 demselben Differentialgleichungensystem wie 6, während sich für 4" 

das System 

Chee qe OG = ad 9€" 
[yj = Pre" I T d (pee HN ey LI. 
c 22? Bae "E T^ SD 2 oy == Uc FIT 

gum, oe ae” — oot abet 
j——-— Qc + ( (i. Vu enr EUM TE 
c xd 70 > ER 2x == d» oy Es > ( oy ar 35 2x oy E 

AN ete 3 = » 9497 

RE Re p LE 2T 
$ dy? 0> + fu ox ste aon ? y ay 
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ergiebt, worin 

" ! ox *2i 9a 
[JE — = , 

e 

TU] TU) Qd oc 
Qi' T + Qa C Sire 

Fr 9 Oy ev 01 
J —— 1 ’ 

e 

39 Nude NC 
UPS W io (5) W= = : 

e 

Da nun die Potenzreihe £ nicht dureh d(x,y) teilbar sein darf, so 

müssen die Congruenzen 

ad 9d 20 = 
) O 

P, 9x rs oy n = 

9d ad Oy oy 
( : E ) QE à. ay dr s 2j inod d 

6) h 9d od \ 

BR pac (= =0 
! Qv "bed oy 5: 01 

9d , 99 2 Br s( P, — — | — s(s =o, 
s(Pi Ou sls 334) s(s 9t 

9d 9c 9) oc Bia CEE E PLATS) 
s(0, 2x an Va oy ( 152 oy 

ad 9d m 9d P 

DS ur s) —s6— (2) > 

haben die doppelte Wurzel s = 0; dann ist r eine doppelte gemeinschaft- 

liche Wurzel der obigen drei Gleichungen, so dass diese doch zwei 

Wurzeln gemein haben. 

Würde das System für C durch drei nicht durch ¢(w, y) teilbare 

Potenzreihen befriedigt, so wäre @(x, y) = o gar keine singuläre Curve, 
und das System für ¢ hatte die Form 

-- 
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e*t et > = Pad I m. 

Oa" Lj + 4; mel 49 y” 

ae aM cq M, > = eo M, 2 
2æ01y 29, y 

- ae Y ^ 

S m NC NS A bs 

unter L, M,N Potenzreihen von z— a,y— b verstanden. Die Sub- 

stitution 
Sri 

liefert das Differentialgleichungensystem, welchem 2 genügt. Man findet, 

dass die determinierenden Gleichungen dieses Systems die beiden Wurzeln 

r und r + ı besitzen, was mit der Annahme, dass dieselben nur eine 

einzige Wurzel r gemein haben, in Widerspruch steht. 

Somit ist bewiesen, dass die drei Congruenzen 

P. =o, Q, =0, HK. =o, mod f(x, y), 
0 

wo P,,Q,, H, die oben definierten ganzen Functionen zweiten Grades 

von r sind, zwei (verschiedene oder zusammenfallende) Wurzeln gemein 

haben. Sind die beiden Wurzeln r,,r, von einander verschieden und ist 

ihre Differenz keine ganze Zahl, so sind zwei Integrale von der Form 

n 

e (c , y) > we 

und eines von der Form 
r2 © 

> 
2 x (v , y) 

vorhanden, unter £ Potenzreihen von x — «,y — à verstanden. Es ist 

nur zu ermitteln, weleher der beiden Wurzeln zwei Integrale zugehóren. 

Man berechnet, unter r eine der beiden Wurzeln verstehend, die oben 

eingeführten Grössen P, Q, R; da dem System 

ae rar ac. ot 
(da = Bc E Ch 

are 98 ,. 0G 
I _— (yc = ME: 

i oxdy LE Mn À i LIS 

, Ob tn ase R? San ag 

f ay — az Oy 



IS I. Horn. 

- 
durch eine Potenzreihe f genügt wird, so bestehen die Congruenzen 

- at 

Bet PE + PS 

J LA cie — 
) Que "E ze , i O, mod d(x , y) 

CARO 

so dass auch 

D trs des | 

Oise Os = =o, mod d(x, y) 

Vy RS n, 

sein muss. Sind nicht alle Subdeterminanten dieser Determinante = o, 

mod P(x, y). so kann man von den zu einer Stelle (a, b) der singulären 
- - 

iQ T - CI % = = Curve d(x, y) =o gehörigen Werten von £, 2, — zwei durch den drit- 
. [2] o 2 oy Ox 

ten ausdriicken, während in dem Falle, wo alle jene Subdeterminanten 

: : ai FOUDRE EN E. 
=o, mod d(x, y) sind, zwei der Grössen €, LUE willkürlieh bleiben. 

. Ar Jy 

Im ersteren Falle existiert eine, im letzteren zwei Potenzreihen €. i 

»Infolge der Integrabilitatsbedingungén des Differentialgleichungen- 

systems (A’) haben die drei Congruenzen 

ad NE \ 
A, rU a 4, dj nt 1)| as 

ad ed ed 
E cig > 7 —— a ee gri ran J - Db, + (( B, = ME D, E. Jer( QE 3! mod d(x, y) 

9d oc 3 . fad? 
C T: Ges: CR = EET : oP Cee Ce uen Er 

zwei Wurzeln r,,r, — die von x,y unabhängig sind — gemein. 

Sind dieselben vonTeinander verschieden und ist ihre Differenz keine 

ganze Zahl, so besitzt (A’) in der Umgebung einer Stelle («, 6) der 

singulären Curve d(r,5)-— o ein Fundamentalsystem von folgender 

Gestalt: 

"— 
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a4 — e (a , y)" YP, (x Er) b), 

a = dx, y)"B (a — à , y — D), 

2, = (x, YP (ac — a,y— b)» 

Wir haben noch die beiden Falle zu behandeln, wo =r, und 

r, — r, =e eine ganze Zahl ist. Im ersten Falle könnte nach dem Frü- 
heren ein Integral 

x: d(x ’ UIs Te (log e)" +
 Ga log d 22 Bar u 

Pt gr zn worin €’, €”, 7" Potenzreihen sind, vorkommen. Die erste der drei zur 
mover Bestimmung von £’” dienenden Differentialgleichungen wäre: 

| + 

gu ac" at” 2 a oZ" Qu yos c coitu Ss ar tur, SUB t pr 
¢ Ov” o> + 1 On E 2 dy à © > da Or U 3: 3 

da hier & nicht durch d teilbar sein dürfte, so müsste 

CT NN ac oc Dd\ © … , 

Ic au ay (ar) BR mod d 

sein; da diese Bedingungen nicht erfüllbar sind, so ist ein Integral von 

der vorausgesetzten Form nicht vorhanden. Ein Integral 

2 — P(r yy (t log + €") 

muss aber existieren, da zwei um 1 verschiedene Wurzeln vorhanden sind, 

wenn das System (A") durch drei Integrale 2 = d'£ befriedigt wird. In 

unserem Falle müssen alle aus dem System 

PPP P. 

Q, , (à; , (Qo, 

oy Ry, Ry. 

echildeten Determinanten zweiten Grades = o, mod d', sein, denn wire 
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dies nicht der Fall, so hätte das System’ (A") nur ein Integral z= "C, 

aber, wie man leicht nachrechnet, auch nur ein Integral 

SEES 2— OE logd J 
1 4 

also nur zwei linear unabhängige Integrale. 

»Ist r, =r, — r, so besitzt das System (A’) ein Fundamental- 

system von folgender Form 

© ,&,€,£” sind Potenzreihen von z — «a , y — b, und es ist S79) Sp) 925 

Letzteres kommt daher, dass auch der Coefficient von logd in 4,, 

nämlich d'£, ein Integral von (A^)xist. co Bar ger onum, = ru re, 

wo e eine ganze positive Zahl ist. Soll ein Integral vorhanden sein, 

welches in Bezug auf logd vom zweiten Grade ist, so muss dasselbe 

eine der beiden Formen 

fr CH (logy)? + DE" logs + grt", 
dE (log) + drz logy + WE” 

haben. Im ersten Falle müsste auch ein Integral von der Form 

qr (em log gd + et) 
existieren, was aber nur dann móglich ist, wenn r, — r, ist. Im zweiten 

Falle ergeben sich für C" drei Differentialgleichungen, deren erste ist 

"LLL ^P Av" 32 yh DE! A.N 2 
9 33555 os D eS CRU ed oc reif 9€ 0) 

0 — EG OP, + P. D se eee ae ae (=)? 
de ea eu or om cu y ea 

Ah 2,1, NE, 
je) att +P a 34 

13 25 RIS | 
2 ey ca (0), ee eos A 
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D 

der Zähler des letzten Gliedes müsste durch 4^ teilbar und folglich 

NT = 7, sein. 
1 2 

»Ist r, — r, — e eine ganze positive Zahl, so hat das System 

(A') ein oder zwei ele von der Form 

= d (a , EG 

und zwei bez. ein Integral von der Form 

2= dla, WE loge, y) + Ba, yy", 
wo sämtliche £ Potenzreihen von 2 — a, y — b sind.» 

Ob ein oder zwei Integrale von der ersten Form vorhanden sind, er- 

kennt man wie oben; es uM auch vorkommen, dass die logarithmischen 

Glieder wegfallen, was aber nicht möglich ist, wenn 7, = v, ist. 

Wir sind nun im Stande, das Due don der hy- 

pergeometrischen Reihe F(x,,/,r,c,y) zu behandeln. Man kann 

demselben die Form geben: 

2° í = ez 3, — y) oz «(1 1) E ( (a Zn Bg a, 4 Art y) + of, 

D \ T— r à-—49 ey 

92 3 2 
2 ‚er À 

x — = fp’ — l ( y) ay dr B3, 4 

D TANT Bu 

yt — ne = (a+ 8 tr a. Tue: 

y—æ /9y y —* 

In der Umgebung der Stellen der singulären Curven x — o , y —0, 

I—4-—0,1—9 —0,æ—y—o ist das System von der Form (A). 

Führt man dasselbe durch die Substitution # — — über in 
HA 

9?z x’? ic a’ T — 

( lag 

B'a'(r—e)yN oz ge (1 — y) ez yi 2 pe 1 
v'(a + P — 1 — (7 == 2)x + jeu )z pn graph aßz, 

x(1— x) A j NN Oa 

Ea E) E e (a +f + 1)y ro — 2 ŒYy— I ex 

d?z 

y sry CUT 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 21 novembre 1888. 21 
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so erkennt man, dass es auch in der Nähe der unendlich fernen Linie 

x = © oder x’ — o dieselbe Form besitzt. Dasselbe gilt für die andere 

unendlich ferne Linie y = co. Setzt man für @(x,y) der Reihe nach 

, 
rj ur 2) 1 —%, 3) v—y, a) m 

so erhalt man für die Coefficienten des Systems (A) 

4 iy bg | 

Bp. 

RCA 
an einer Stelle (x,y) der jedesmaligen singulären Curve dx, y) = o 

bezw. die folgenden Werte: 

OT Be 
Of= y». Oo : 

Oo Oo 5 

RACE HB met yi 

Or, Oo GP 

(Qj mae Oo 31615 

3) Poe n P 

Oo, Boc 

DEL E P; 

4) — aß,a+ß— *,— fy(t — y), 

o , oO ? O ’ 

On, Oo ; Oo 

Die Congruenzen 
/ A, c Art 2 

2 ae CON = he A, + 7(A, = tA )=r0 = D) 

à ad ed ed ap 

b, E (BE + BE )=rte— Ua. By mod d(x, y) 
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liefern, wenn man für (xr, y) eine Stelle der jedesmaligen singulären 

Curve d(r,y)- o setzt, die zur Bestimmung von r dienenden Glei- 

chungen: 

AN AR N Par) 
af 4- r(a + B— 1) — r(r — 1), 

welche die Wurzeln 1) 0,1 + f'—7; 2) 0,7 —a—f; 3)0,1—8—f: 
4) a, f ergeben. Ähnlich verfährt man bei den singulären Curven y — 0, 

1—y—0,y— co. Sind die Constanten der Reihe a, f, f; so be- 

schaffen, dass keine der Gleichungen für r zwei gleiche oder um eine 

ganze Zahl verschiedene Wurzeln besitzt, so ergeben sich die in der Ein- 

leitung angegebenen Fundamentalsysteme. 

Die Frage nach dem Verhalten der Integrale von (A) und (A) 

in der Umgebung einer Schnittstelle. (4,4) zweier singulärer Curven 

€(r,y)-— o und d(x,y) —o möge für eine andere Gelegenheit auf- 

gespart bleiben, ebenso die Frage nach den notwendigen Bedingungen für 

das Vorhandensein lauter regulärer Integrale in der Umgebung der Stellen 

einer singulären Curve (a, y) = o eines Systems linearer partieller Diffe- 

rentialgleichungen von der Form (A). 

EV. 

Die bisherigen Resultate können in verschiedener Hinsicht verallge- 

meinert werden. 

Wenn man die Entwicklungen des ersten Abschnitts auf Functionen 

mit n Veränderlichen 2,,..., v, ausdehnt, was ohne irgend welche Mühe 

möglich ist, so ergeben sich folgende Definitionen und Sätze: 

Wenn sich eine analytische Function von z,,..., z,, F(x,...,2,), 

an allen der irreduciblen algebraischen Gleichung (x, ,...,4,) — o ge 

nügenden Stellen (x,,..., v,) singular verhält, so wird das algebraische 
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Gebilde (x,,...,,)=0 ein singuläres Gebilde der Function (Ge tea ae) 

genannt. Ein im Gebiete der Variablen x,,...,x, verlaufender geschlos- 

.,%,) = © Afach in 

positivem Sinne, wenn beim Durchlaufen dieses Weges das Argument der 
sener Wee umwindet das singulàre Gebilde (x»,,.. 

c 2 QUA 5 

complexen Grösse d(x,,...,,) um 2Azi wächst. Ist mun (a 54) 

eine Stelle des singulären Gebildes dr, ,...,x,) = o, welche nicht zu- 

gleich einem anderen singulären Gebilde angehört, so führt jeder in der 

Umgebung von (d ,...,4,) verlaufende geschlossene Weg, welcher das 

Gebilde dla, ...,%) = © nicht umwindet, die mehrdeutige Function 

F(x,,...,4,) zu ihrem ursprünglichen Werte zurück“ Ist (Br, 2.5002) 

irgend eine andere Stelle des irreductiblen Gebildes dla, ,..., 2,) — 0, 

so zeigt die Function, wenn sie das singuläre Gebilde in der Umgebung 

der Stelle (b, ,..., 5j) umwindet, das nàmliche Verhalten, wie wenn die 

Umwindung in der Umgebung der Stelle (a,, ..., a,) stattfindet, wie dies 

für n = 2 im ersten Abschnitt näher auseinandergesetzt wurde. 

Die Anwendung dieser Sätze auf bestimmte mehrdeutige Functionen 

von n Veränderlichen, wie z. B. auf die Integrale linearer Differential- 

gleichungen mit n unabhängigen Variablen, geschieht in derselben Weise 

wie im Falle zweier Variablen. Die Ausdehnung der im zweiten Ab- 

schnitt über totale lineare Differentialgleichungen mit einer und zwei un- 

abhängigen Variablen bewiesenen Sätze auf Differentialgleichungen mit 

Variablen, d. h. auf Differentialgleichungensysteme von der Form 

dy, = X. Ay, da, +... + z A2 ys . d (a, 1. m) 
B : 

aß v, 

MONA gunn de Functionen von 2,,...,x, sind, welche die Integrabili- 

litatsbedingungen erfüllen, ist so einfach, dass wir von einer Angabe der 

verallgemeinerten Sätze absehen kónnen. 

Schwieriger dagegen ist die Ausdehnung der Theorie der gewóhn- 

lichen linearen Differentialgleichungen höherer Ordnung auf Differential- 

gleichungen mit » Variablen, d. h. die Verallgemeinerung der Entwick- 

lungen von III. 
Das allgemeine Integral einer linearen partiellen Differentialgleichung 



~~ 

Uber ein System linearer partieller Differentialgleichungen. 165 

deren Coefficienten A, ,, Functionen von #,,..., 2%, sind, enthält nicht 

wie das allgemeine Integral einer gewöhnlichen linearen Differential glei- 

chung m willkürliche Constanten, sondern m willkürliche Functionen von 

n — 1 Veränderlichen. Mehrere lineare partielle Differentialgleichungen 

haben im allgemeinen gar kein Integral gemein; wenn aber die Coeffi- 

cienten gewisse Bedingungen erfüllen, kann es eintreten, dass die Diffe- 

rentialgleichungen ein gemeinsames Integral mit einer endlichen Anzahl 

willkürlicher Functionen von » — 1,2 —2,..., 1,0 Variablen besitzen. 

Wir beschäftigen uns hier nur mit dem Fall, wo das allgemeine Integral 

des Differentialgleichungensystems 

mt tn 

S AC? Zur y LO (a=1 1) 
fou ZU Yn v Yn i 
Ol ee e nv 2x, 

— unter AM , sind Functionen von z,,..., x, verstanden — m will- 

kürliche Constanten c,,...,c, enthält, also von der Form 

y zm ON zm D eL Sie Cmm 

ist, und zwar stellen wir zunächst solche Differentialgleichungensysteme 

von besonderer Gestalt auf. 

Eine Differentialgleichung mit einer unabhängigen Variablen z erhält 

dnd d" y eri I F : . dy dni 
man, indem man +, als lineare homogene unction von y , "Lp Eee 

darstellt: 
dn y | d n—1 y dy 

a Cae ie == Pn 75 te Puy: dam pn dam! 

Durch wiederholte Differentiation der Differentialgleichung kann man alle 
e D 

F d^i di (Usi rm. » : 
Ableitungen “7 durch y, 5 ,..., ——— linear ausdrücken. Auch im 

da^ ’ da’ > dam-l 

Falle von » Veränderlichen 2,,..., 2, nehmen wir zunächst gewisse m 

niedrieste Ableitungen — zu denen auch y selbst gehört — an und 
eo e u e 

stellen gewisse nächst höhere Ableitungen als lineare homogene Func- 

tionen jener m Ableitungen dar, so dass man durch wiederholte Diffe- 

rentiation alle höheren Ableitungen durch die m zuerst angenommenen 
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Ableitungen ausgedrückt erhält. Für die partiellen Ableitungen wird die 

Bezeichnung 
A++ An 

Gia 2" y 
y ey; m 

CA PIE, 9x, 

angewandt; das Wertsystem (A,,....4,) wird als Indexsystem der Ab- 

leitung bezeichnet. Wir bilden zunächst eine Gruppe von m Indexsystemen 

(t,...,a,) von der Eigenschaft, dass, wenn (aj, ..., a;) ein Indexsystem 

der Gruppe ist, auch das Indexsystem (aj',..., a) derselben angehört, 

falls aj’ X aj,..., ay <a, ist. Aus dieser ersten Gruppe leiten wir eine 

zweite Gruppe von Indexsystemen (f,,..., 9) ab; wir bilden nämlich 

aus jedem Indexsystem (a, ,...,a«,) der ersten Gruppe die Indexsysteme 

(dy Str dps ia) (are ess tac ee cae (ras, NO gp tan 

lassen aber diejenigen, welche schon in der ersten Gruppe vorkommen, 

wieder weg. Sodann denken wir uns alle Ableitungen, deren Index- 

systeme der zweiten Gruppe angehóren, als lineare homogene Functionen 

derjenigen » Ableitungen dargestellt, deren Indexsysteme in der ersten 

Gruppe enthalten sind. Wir erhalten so eine Anzahl Gleichungen von 

der Form 

yere qu Dau 
(a) 

die Coefficienten P setzen wir als eindeutige analytische Functionen von 

$,,...,4€, voraus. Ist nun. (A, ..., Àj) irgend ein Indexsystem, so erhält 

man 3/7: durch Differentiation aus den gegebenen Differentialglei- 

chungen und zwar im allgemeinen auf verschiedene Arten. Damit sàmt- 

liche Ausdrücke, die sich für jy^»-»"" ergeben, übereinstimmen, müssen die 

Coefficienten PY) gewisse Integrabilitätsbedingungen erfüllen, deren 

Aufstellung wir unterlassen, die wir aber immer als erfüllt voraussetzen. 

Man erhàlt dann 
(2151.53) > Ay, ee An) (03, se.) An) Den) —— pee) KI ry 

Y a. 1 dy, . Y , sey On 
(a) 

wo die Coefficienten PY}? aus den Functionen Pf und deren Ab- On On 

leitungen gebildet sind, und zwar durch Addition und Multiplication. 

Wenn sich sämtliche Functionen PX» an der Stelle (x, — a,,..., v, = 4, 

regular verhalten und wenn die Werte der p Ableitungen der ersten 

Gruppe an dieser Stelle willkürlich festgesetzt sind, y = 7, so 
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erhält man für alle übrigen Ableitungen endliche Werte, z. D. yr’ — ̂ ", 
Die Potenzreihe 

; p E 
convergiert — wie sich aus einem Satze von Bouquer über totale Diffe- 

rentialgleichungen ergiebt — und stellt somit ein dem Differentialglei- 

chungensystem geniigendes Functionselement dar. Da sich sämtliche 

Grössen 7" als lineare homogene Functionen der m Ableitungen 

yw, deren Anfangswerte wir nun-mit c,,...,c, bezeichnen, dar- 

stellen lassen, so nimmt obige Potenzreihe die Form an: 

Y = € == AC si Cnr ms 

WO ¥,;,---,¥Y, Potenzreihen von y, — a4,,..., z, — a, sind. Unser Diffe- 

rentialgleichungensystem besitzt also m linear unabhängige Integrale 

Jis Pas durch welche sich jedes Integral y linear ausdrücken lässt; 

wir sagen, dass y,,...,9, ein Fundamentalsystem. bilden, und nennen 

die Determinante 
| ave h 

in welcher für .« die Zahlen 1,...,m und für (a,,...,«,) die be- 

kannten m Indexsysteme zu setzen sind, die Determinante des Fundamen- 

talsystems. 

Ein Differentialgleichungensystem der betrachteten Art ist z. B. das 

folgende: 

o) 4 
= foe U5 5 + QU, (4 851, ..-, 2) 

ferner das System, welches man erhält, wenn man 

omy — dy d*y amy 
TAD LAE tod CPE PEL | m—1 ? 

Cr Ov; x, Or: xp 

wo für « eine bestimmte der Zahlen r,...,» und für f die Zahlen 

I,...,0— 1,0a-- r,..., & zu setzen sind, linear durch 

oy om—1 y 

y ? SX FE} 4 m) 
eu, Ory 

ausdrückt. 
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Es sei nun ein System linearer partieller Differentialgleichungen von 

beliebiger Gestalt 

2:400 z ©) Ness Us 
: gj or cuan) = © (a=1, ..-)P) 

gegeben, welches m linear unabhängige Integrale besitzt. Die Bedingungen, 

welche die Coefficienten erfiillen miissen, damit dies stattfindet, werden 

hier nieht aufgestellt. Es giebt dann m Integrale y,,...,y,, von der 

Jeschaffenheit, dass sich jedes Integral y in der Form 

Y — Cy Yy AF 00,0 zl: Cmm 

darstellen lässt. Gehen y, ,...,%,, wenn die Variablen z,,...,2, einen 
n 

geschlossenen Weg beschreiben, über in yj,...,5,. so bestehen Rela- 

tionen von der Form 
, ES E 

Yi == Ch =F CC E CimYmn 

. . 5 

Li a a D 

Ym = Cm =F go Bs CmmUm 

mit constanten Coefficienten. Hat man nun ein System von m Functionen, 

welches sich bei einem Umlauf der Variablen 0»,,..., 2, in der ange- 

gebenen Weise verhält, so genügen dieselben einem Systeme linearer Diffe- 

rentialgleichungen von der Gestalt 

yf Fu Bo) a 25 BU» sa) ams ntm 
035 ve.) On 

vorausgesetzt, dass die Determinante 

EN = | gare | GEL) 

nicht identisch verschwindet. Aus den m Gleichungen 

af Far +.) Bod) E Js ha asm (y21,...,m) 
47 

) 
03y On SY 

(a 

berechnet man 

(BERNIE) 
Penn — Aaa 

015 ««« 5n A 
" 

wo A» die Determinante ist, welche aus A hervorgeht, wenn man ’ we ? 015 y An 

das eine Indexsystem (a, ,...,a,) durch (f,,..., 8,) ersetzt. Bei jedem 
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geschlossenen Wege der Variablen #,,...,#, gehen y, ,...,%, über in 

| Ausdrücke von der Form 

| Cnn ae he) 3 CimYm CRE s Cm p PLUR + Cmm Um 

| die beiden Determinanten A und A» werden dadurch mit 

| Cag | (2,821, ..., m) 

multipliciert, so dass ihr Quotient ungeändert bleibt; Pi ist daher 

eine eindeutige Function von 7z,,..., z,. 

Sind y,,....¥, Functionen einer einzigen Veränderlichen x, so nennt 

man bekanntlich die Determinante 

dy; de 
Yas FF = 0 (a=1,...,m) 

die Determinante des Functionensystems; man beweist, dass diese Deter- 

minante nicht identisch verschwindet, wenn die m Functionen linear un- 

abhängig sind, d. h. wenn keine Relation 

Ci zB oo + Cnm = (9) 

mit constanten Coefficienten besteht. Sind y,,...,5, Functionen von 

3,,...,. T,, SO lassen sich mehrere der obigen analoge Determinanten 

bilden; einem System von drei Functionen y,,¥,,¥y, zweier Variablen 

X, ,®, entsprechen z. B. die Determinanten 

Ya Ya 
4, , E ? E» ’ ar Ox. 

Ya Ya 
1 s Ya ? ox ? à 2 , a=0,1,2 : 2 (a ) 

: ^ 32 

} y Ya € Ya 
. wu rice s . 
y . | ex, Cx. 

Im allgemeinen Falle entspricht jeder der verschiedenen Gruppen von 

je m Indexsystemen (a,,..., «,), welche in der oben angegebenen Weise 

gebildet werden kónnen, eine Determinante 

E (y—1,...,m) | ya) 

Acta mathematica. 12. [Imprimé le 21 novembre 1888. 22 
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Wir werden sehen, dass nicht alle diese Determinanten identisch ver- 

sehwinden können, wenn die Functionen Y,,...,,„ linear unabhängig 

sind. Nimmt man die Zahlen 1,..., in irgend einer Reihenfolge, 

und sind für je zwei aufeinanderfolgende Zahlen a, # sämtliche Deter- 

minanten 

Dr 9'W U ny; f Nut 
y. , SE Pion Cat = À , zT Sg. ets m zum ; /—1,...,m 

eU, cv, ev eas 

worin À, irgend zwei ganze positive Zahlen (einschliesslich 0) mit der 

Summe À + p = m — 1 sind, identisch gleich Null, so sind m Functionen 

fi rores 

Gleichungen bestehen: 

von &,,....%, derart vorhanden, dass gleichzeitig folgende m 

SN Qu. Qm—14, 

Xy, 9 De NE De p NIE En 
i E 

Y^ b} ome \.. == dg. 7 m—1 ; rex, RUE 

Durch Differentiation dieser Gleichungen erhält man die folgenden: 

aC. 2C. oy, eC, om—24., 
N y, = O, bas de 5 VE Mr OF eam > ol ane m—2 — , —Ó " : u 7 a 

ze vaina: 7 Lg ca, y 99€, Oz, j = 2 

Die Vergleichung der beiden Reihen von Gleichungen ergiebt: 

ÉCOLE M mU a, 

oder 

c) C, O 9 (em ( 1 ) 

=e SS , , — — " & —1,...,n 

ox, C. CEA C. 

wo 7 eine der Zahlen r,..., ist; d. h. die Verhältnisse der Grössen 

C,,..., 0, sind constant und mithin y,,...,y,, nicht unabhängig. Sollen 

also diese Functionen linear unabhängig sein, so dürfen nicht alle oben 

angeschriebenen Determinanten verschwinden. 

Hiermit ist bewiesen, dass die Integrale eines Differentialgleichungen- 

Qna . 

Y^ 40 — = O (2—1,..., p) 
"oy x Paese Oa ater Ona 



— 

nb. di 

mi fuor a) ABRIR Le 

Über ein System linearer partieller Differentialgleichungen. itn 

mit m linear unabhängigen Integralen übereinstimmen mit den Integralen 

eines Systems von der (Gestalt 

(D) yv a DP «s nen, ey Un). 
(y eu) n 

(a) 

Wenn man auch nicht jede der môglichen Gruppen von m Indexsystemen 

dem letzteren System von Differentialgleichungen zu Grunde legen kann, 

so ist doch sicher eine dieser Gruppen zulässig, weil immer eine Deter- 

minante nicht verschwindet. Es muss also möglich sein, aus dem ersten 

Differentialgleichungensystem alle Ableitungen y durch die m Ab- 

leitungen y" auszudrücken; indem man die "> durch die y^ ^^" 

ausdrückt, erhält man das letztere System. 

Man hätte nun folgende Aufgabe zu lösen: Ist ein beliebiges System 

linearer partieller Differentialgleichungen 

— art... t TT 

> 4 ——————0 (471, ..., p) 
L Va Qu Vn Vjs ees, Vn in. OT 

gegeben, so sind die Bedingungen zu ermitteln, unter welchen dasselbe 

m linear unabhàngige Integrale besitzt; man hat dann, wenn man mit 

Jis Yn ein Fundamentalsystem des Differentialgleichungensystems be- 

zeichnet, zu untersuchen, welche der verschiedenen Determinanten 

| 4 (05 «+2 An) 
i* | (i=1,...,m) | Yi 

von Null verschieden sind; hat man gefunden, dass eine bestimmte dieser 

Determinanten nicht verschwindet, so hat man das gegebene System von 

Differentialgleichungen auf die Form 

qf Po) = Y PB -- En yen, + an) 
O4, An € (a) bye 

zu bringen. Diese Aufgabe, die eine Verallgemeinerung der bereits ge- 

lösten Frage nach den Bedingungen, unter welchen zwei gewöhnliche 

Differentialgleichungen mehrere particuläre Integrale gemein haben (vgl. 

GRÜNFELD, Zeitschrift für Mathematik 1885), darstellt, soll jedoch 

hier nicht behandelt werden. 

Man könnte sich also auf Systeme von der Form 

ya P9 p 25 Pis Bo) an en om 
jy.) On (a) b , 
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beschränken, welche sich, wie wir gleich sehen werden, auf Systeme to- 

taler linearer Differentialgleichungen zurückführen lassen. Bezeichnet man 

die m „Ableitungen ^-^"? in irgend einer Reihenfolge mit y, (x— t,..., m), 

so ist 

E 
Oy, 2 = . 
de = 1,...,%) eine lineare homogene Function von y, ,...,9,. 

oz, 

Ist nämlich y, = y^»-**9 und gehört (a, ,...,a, + 1,..:,«,) der Gruppe 

der Indexsysteme (a,,...,%,) nicht ebenfalls an, so muss es in der Gruppe 

der (8 ,...,/3,) enthalten sein; es ist daher 

DEI D PE 80 Kan an) 
cm Q5 =, On Y 3 
er, (a) 

d. h: eine lineare homogene Function von y, , ..., Yn: 

Unser System linearer partieller Differentialgleichungen ist somit auf 

ein System von der Form 

: 
eI (v) ar A (erh) Oxy B8 uv y-],...,7 

also auf ein System totaler linearer Difterentialgleichungen zurückgeführt, 

worin die Coefficienten 40) Functionen von 4$,,...,, sind. 

Indem man die über totale Differentialgleichungen im zweiten Ab- 
n 

schnitte bewiesenen Sätze, die sich ohne Mühe auf Differentialgleichungen 

mit » unabhàngigen Veränderlichen ausdehnen lassen, auf das System (D) 

anwendet, ergiebt sich Folgendes: Die singulàren Gebilde der Functionen 

Pv-5 sind auch die singulären Gebilde des Differentialgleichungen- Gy, Om 
systems. 

In der Umgebung einer Stelle (a,,..., «,) des singulären Gebildes 

Q(r,...,*,) — Oo ist ein Fundamentalsystem von m Integralen vor- 

handen, welche eine Entwicklung von der Form 

y= bn... my 
oder von der Form 

VV, 2:5 Le) mo m Log (s ees tae) eee 

zulassen, wo unter 7 Functionen zu verstehen sind, welche sich in der 

Umgebung der Stelle (a ,...,a,) eindeutig verhalten, allenfalls aber 

noch an den Stellen des singulàren Gebildes £(»,,...,2,)— o unendlich 
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werden kónnen. Von dem Verhalten der Integrale an den Schnittstellen 

mehrerer singulärer Gebilde sehen wir für jetzt ab. 

Wir betrachten nun eine Klasse von Differentialgleichungensystemen 

(D), deren sämtliche Integrale sich in der Umgebung einer Stelle (a,,..., @,) 

eines singulàren Gebildes &(r,,..., r,) — o regulär verhalten; ein solches 

System hat man z. B. wenn die Coefficienten des Systems (D) die Form 
haben 

Go» «sey Pn) 
04, one po 4 — ‚Un 

yy vey Cn gs En) — 03 Fan) ? 

wo Gr") in eine Potenzreihe von x, — «,..., r, — a, entwickelbar ist. 

Dass sich die Integrale des Systems 

TTE] 

(D^) y m — Ÿ ars... Gm lan ver nd 

i — Dart + An) — (+ + an) * 

(a) 

in der Umgebung der Stelle (a,,...,a,) des singulären Gebildes d(x,,.….,x,) =o 

regular verhalten, erkennt man, indem man das System (D’) auf ein System 

totaler linearer Differentialgleichungen mit den m abhängigen Variablen 

yv"? zurückführt. 

Um die notwendigen Bedingungen für das Vorhandensein lauter ‘re- 

gulärer Integrale aufzufinden, müsste die Theorie der totalen linearen 

Differentialgleichungen weiter geführt werden, wovon wir in der vor- 

liegenden Arbeit absehen. Da nun feststeht, dass die Integrale von (D’) 

in der Umgebung der Stelle (a,, ..., a,) des Gebildes d(x,,...,x,) — o 

die Form haben 

Y= d (x, sxe tor ey 

oder 

y — d'or 7 logh +...), 

wo 2,7 ,... Potenzreihen von z, — 4, ,...,2%, — a, darstellen, so können 

wir uns zur Berechnung der Exponenten r wenden. 

Die wiederholte Differentiation des Ausdrucks y — d'y — ein Integral 

von dieser Form ist immer vorhanden — ergiebt 

Qut. un D Och Na Ah \ an 
u S te eec Dalle. bs e 

e on Q' ‘ f | ; A == D CS Ar a] A Se | aya. ; 7 lr DO. an , 
ea! LUCI Oz, ez CY, | 
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wobei Q, |, ein aus den Ableitungen von d» und 7 durch Addition und 

Multiplication gebildeter Ausdruck ist; ferner ist die Bezeichnung 
>, Un 

[r ‚m| —r(r—1)...(r— m 4- 1); [r, o] = 1 

angewandt. Durch Einsetzen in eine der Differentialgleichungen (D’) 

findet man, dass 

[r ; f. +...
 + BE)".

 = E Ye 

a) 
LA ea 

Si 88 V^ AE 
M IU » di =F Dg =F a] 3m ... Em) . Y Coq EUR , mod e 

71 AL, L 3 

sein muss, da » als nicht durch 4 teilbar vorausgesetzt wird. Jede der 

m Differentialgleichungen des Systems (D') liefert eine solche Congruenz. 

v Setzt man für (x,,...,27,) irgend eine Stelle des Gebildes ¢ = o, so cM 

gehen die Congruenzen in Gleichungen für r über, die allerdings zum 

Teil auch Identitäten werden können. Die nicht identischen Gleichungen 

müssen eine Anzahl gemeinsamer Wurzeln r besitzen. Von der weiteren 

Ausführung, die den für das specielle System (A^) angestellten Betracht- 

ungen ähnlich sein wird, schen wir hier ab, ebenso von der Behandlung 

einiger anderen Fragen, welche durch die seitherigen Entwicklungen nahe 

gelegt werden. Es ist dies namentlich die Aufsuchung der notwendigen 

Bedingungen für das Vorhandensein lauter regulärer Integrale bei den 

verschiedenen Systemen linearer Differentialgleichungen, die uns seither 

begegnet sind, sowie die Frage nach dem Verhalten der Integrale der 

seither betrachteten Differentialgleichungen in der Umgebung einer Schnitt- 

stelle mehrerer singulärer Gebilde. 

Besonders interessante specielle Systeme linearer partieller Differen- 

tialgleichungen sind die Differentialgleichungensysteme, welchen die hy- 

pergeometrischen Reihen mehrerer Veränderlichen genügen. Eine Reihe 

dieser Art ist z. B. 

Fa, Cp EN; Ln) = Doc d gy d TTA: Cys An=0,..®) 

(a, t Wa À mp o que on An) 
[74 

fum 
Hb; , UAL À rte Ugn Àn) 

(031, ...,p; 821,...,0) 
> 
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wobei die Bezeichnung 

(a,m) = a(a 4- 1)...(a + m— 1) 

gebraucht ist und 

ganze positive Zahlen.von der Art sind, dass 

Dlg =... = Lu, = LY =... = Lo, =H 
a p E 8 

ist. Es lässt sich nachweisen, dass diese Reihe in einem gewissen Be- 

reiche von endlicher Ausdehnung convergiert, und dass sie, falls der 

Nenner von 4,3, die Factoren (1, ),...,(1, À) enthält, einem Sy- 

stem linearer partieller Differentialgleichungen von der Form 

» ( po ; Qn ctmy 

Ss dre cce rese Oye e ST ru patr AT CRE rit. le — — O 
(v) (c Vis ee Vn vy n ITA i 4) a! MN x" 

- (i1, nt. Yn =) 

genügt, wo al) ,, 09, ganze Functionen der a, und 5; sind. 

Es bietet sich hier die Aufgabe dar, die Theorie der Reihenentwick- 

lung der Integrale eines Systems linearer partieller Differentialgleichungen 

in einer solchen Form darzustellen, dass sie auf die Differentialgleichungen- 

systeme der hypergeometrischen Reihen angewandt werden kann. Die aus 

der oben eingeführten Reihe hervorgehenden Functionen sind im Falle 

n = 1 als höhere hypergeometrische Functionen von den Herren Tuomm 

(Math. Ann. Bd. 2), Goursar (Ann. de l’Ec. norm. 1883) und Pocn- 

HAMMER (Crelles Journal Bd. 102) untersucht worden. 

Rehbach (Hessen), Mai 1888. 
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SUR LE PROBLÈME DE LA ROTATION 

D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE 

PAR 

SOPHIE KOWALEVSKTI 
à STOCKHOLM. 

Syn 

Le probléme de la rotation d'un corps solide pesant autour d'un 

point fixe peut se ramener, comme on sait, à l'intégration du système 

d'équations différentielles suivant: 

d ) ‘1 1 d; , ui 

AS = (B — Cjgr + Mg(yr" — ^r) D = IT — 97" 

"m er dy jh 

(1) By = (0 — A)rp + Mar — ur") ap Hj c 

C dr gx dz" 
^o (A — B)pq + Mg (ng! — wp) ane Jin E 

Les constantes A,B,C, Mg, x,,%,, 2, qui figurent dans ces équa- 

tions ont la signification suivante. 

A,B,C sont les axes principaux de l'ellipsoide d'inertie du corps 

considéré, relativement au point fixe. 

M est la masse du corps; 

g l'intensité de la force de gravité; 

-' Ce mémoire est le résumé d'un travail auquel l Académie des Sciences de Paris, 

dans sa séance solennelle du 24 décembre 1888, a décerné le prix Bordin élevé de 3000 

à 5000 franes* 

Acia mathematica. 12. Imprimé le 22 janvier 1889. 98 
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Vy 5%: % les coordonnées du centre de gravité du corps considéré 

dans un système de coordonnées, dont l'origine est au point fixe et dont 

la direction coincide avec celle des axes principaux de l'ellipsoide d'inertie. 

Jusqu'à présent on n'était parvenu à intégrer ces équations que dans 

deux cas particuliers: | 
1) Le cas de Porsson (ou d'EuLER) où l'on a x, — y, — 2, — 0, 

2) Le cas de LAGRANGE ot l'on a A= B, a, — y, — 0. 

Dans ces deux cas l'intégration s'opére à l'aide des fonctions 4(w) 

dont l'argument est une fonction entiére linéaire du temps. 

Les six quantités p,q,7,7,7',7 sont dans ces deux cas des fonc- 

tions uniformes du temps, n'ayant d'autres singularités que des póles pour 

toutes les valeurs finies de la variable. 
Les intégrales des équations différentielles considérées conservent-elles 

cette propriété dans le cas général? 

. Si tel était le cas il faudrait pouvoir intégrer ces équations diffé- 

rentielles à l'aide de séries de la forme 

l 2 l S p one Pile put 

URL t"(q, "We dit sh q,U 

So) 

+.) 

ry trttret...) à 

ace) 

Te) 

i) 

= = 
1 a 

ZEN 
= 

ES 
t3 
m 

Vae UC IB 

rt + git + gU 

i = rh, + ht + h,t? 

cum , M, ; n, , m,,m,,m, désignent des nombres entiers positifs, et ces 

séries, pour pouvoir représenter le systéme général d'intégrales des équa- 

tions différentielles considérées, devraient contenir cing constantes ar- 

bitraires. 

Il faut done examiner si une pareille intégration est possible. 

On s'assure facilement, en comparant les exposants des premiers 

termes dans les membres gauches et dans les membres droits des équa- 

tions considérées que l'on doit avoir 

/ = —— = — — = ° ni N, N, D. m ni, ni, 2 
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On trouve ensuite, en posant par briéveté 

A, —B—C, B, — C — A, C, —A4—B 

et en supposant l'unité de longueur choisie de manière à ce que l'on ait 

Mg — 1, que les coefficients das Oe doivent satisfaire aux équations 

suivantes 

— Ap, — 40675 + Yo — 290 » — 240 — "V, — Why: 

(3) — Bq, = Br,p, + Ah — vh, — 29, — phy — Noho» 

— Or, = OQ, + 049, — Yolo: eh, — PoIo- 

Pour que les trois derniéres de ces équations puissent étre satisfaites par 

des valeurs de f,,9,, Ah, différentes de zéro, il faut que le déterminant o 

2 Y; —% 

En E Po | = 2(4 + p» do nr 

i =P; 2 
soit nul. 

Si lon ajoute les trois premieres des équations (3) aprés les avoir 

multipliées respectivement par Ap, , Bq,, Cr,, on trouve 

(4) A’p + Bg + Cr 

= «,(Bq,h, — €r,g,) + VW (rif, mc Ap,h,) TOR UIPLAS — Ai 

mais des trois derniéres des équations (3) il résulte 

2 (Bg, h, — Cr,g,) =», (Anh + Boo + Or) — f (4p, + Bg, + Cri) 

(5) 2(Cr,f, — Ap,h,) — (Arh, + Bq,9, + Cr,h,) — 9, (Ap, + Bay + Cr), 

2(4p,9 — Bayh.) = r,(Ap,f, + Bq,g, + Cr,h,) — h (Ap, + Bg; + €). 

Les six quantités p,q,7r,7,7',7 devant satisfaire aux deux relations 

algébriques 

Ap? + Bg* + €r* = 2 (vr + Wr + 47) d 5 

An, p zs By,q E Car = I, "KC 

A ne} : - A*brT8»51C* 
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| et |, désignant des constantes d'intégration, il faut que lon ait 

Ap,f, + Bag, + Col = o, 

vof, + Meg, + AVIV = > (Api + Bq + Cri). 

Il résulte donc des équations (4) et (5) 

Ay + BY + On = — (4m + Ba + On)”. 

Il faut maintenant distinguer deux cas. 

1° cas. Supposons qu'aucune des quantités 

Ne so de 

ne soit nulle. Si l'on pose alors 

I 

2 
(po + qd» + n) — do 

(Agi + Bai + Or) =A, 
Nile 

Ly ests Le E 

> ^p + Ba + C) =A, 

on à : 

Uu Ane 2 BOB a Oa 

2 Po — B,C, ; 

1a CA — (C+ 4)à+ A 
2 fo © C, A, 4 

15 —— ABÀ --(A+ BA+4, 
2 A,B, 
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On a donc 

1 4B0 + 2(B + O)A + d BB + aad + 2) 
P x BC, d B,C, ; 

à 2-404 + 2(0 + AA + a (20 + 224 +2) 
(6) a CA, = 0,4, ! 

gos 44B + 2d + BAER (24 + 2B + 2) 
2 HIT A,B, je A,B, 

* 

Si lon ajoute les trois premieres des équations (3) aprés les avoir mul- 

tipliées respectivement par x, ,Y, , 2, on trouve 

(7) «(Ap + A,gor,) EH Blu + B,r,P,) ale Cpl) = 0: 

Cette équation sert à déterminer la quantité A. 

Les trois quantités fj, g,, h, doivent satisfaire aux trois équations 

sulvantes 

Polo + %I + roh, 9 

Ap,f, + Bag, + Crh, = 0, 

nf, + 409. + Aah —As 
d’où l'on tire, en posant 

He (A o, qn, xls Bio" p, + C 4, Dd.) "3X Am, p, + BY, 1, ar C21 

À 
f, EL Ado, ? 

(8) Ino = —B;7,p,- > 

: À 
h, TA Jm C p.d, "is 

Les équations (6) et (7) déterminent les quantités p,, q,, r, au signe pres. 

Si l'on pose 

ROC IDE pe er 
eV RL NT EE le NV © 

1 
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en fixant le signe des quantités a,b,c d'une manière arbitraire, on 

trouve que pour satisfaire à toutes les équations (3) il faut poser 

p, — be, 

q, = ca, 

y, — — ab. 
0 

L'équation (7) peut donc étre écrite de la maniere suivante 

vr(A + 2p, + y,(B + Ag, + AQ + 2), — 0 

ou bien 

2 (À + 2)6e + y,(B + 2)ea — 2,(C + 2) ab — o. 

2° cas. Supposons maintenant que l'une des trois quantités 4,, B, , C,, 

(p. ex. C,) soit égale a zero. (Dans ce cas on peut toujours aussi sup- 

poser y, — o.) Pour satisfaire aux deux équations 

zd noo NN RERO 

Polo == 9,9 us rh er 

il faut nécessairement que l'on ait 

Les équations (3) admettent done deux systemes de solutions, qui 

peuvent s’ecrire, en désignant par e t 1, - 

: 2€ Z : 2 
If Peer x ne 

7a Ut Lo CA 

: 20 
do = SDs U — a 

vy 

„Zei, h, =0. 

: 2A 
NE D,—90, f => SS ; 

9 QLMEBE 

q, = 2€1, Jy = 9; 

2A T 
= hei - 
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Les coefficients 

Po , do , Ln , 75 , Io ? h, 

une fois determinés, on obtient les coefficients 

Pin ? Tn 3 LP , fz 2 Im 2 h,, d 

en résolvant le système d'équations linéaires suivantes 

(m Fr 1) Ap. OE A, (Got SF T54m) X 20m + Yh, X DE 

(m DX 1) Ban E b, (ros. JE Po s) P dh, 3n Lofm PT Qu» 

(m Lc» 1) Orn se C, (209m 3E (oo) EET Vofm + To EX Bin; 

(m <= 2) 7, TE Vom + John — Gol m + hoGm = Ray 

(m er 2)95. — Pol, =F Voile — hp, 5 faf = tas 

(m XT 2)h, Xm Qof m + PoIm ss fio. + JoPm ES He: 

Les membres droits de .ces équations sont des fonctions entieres- des 

coefficients p, , q,, 7, ; f, , 9, , h, dans lesquels l'index p< m. 

Afin que les séries 

p—i?ZXp,t, tft", 

q = m Faire i = Big 

r=-t'%rf, y' —t?XR, 

contiennent le nombre suffisant de constantes arbitraires il faut que le 

déterminant de ces équations linéaires, lequel est une fonction entiére du 

6"* degré en m, s’evanouisse pour cinq valeurs différentes de m égales 

à des nombres entiers positifs. De plus il faut que les quantités P,, 

Q,; Fin, Fn, Gn, H,, soient telles que les équations précédentes soient 

. compatibles entre elles. 

En effectuant les calculs je me suis assurée que ces conditions ne 

sont pas remplies dans le cas général; mais que, outré les deux cas déjà 

connus, elles sont encore remplies dans un cas nouveau, où les constantes 

satisfont aux équations suivantes 

A= B= 20, Z, = 0. 

C'est ce cas-la que je me propose d'étudier dans les paragraphes suivants. 
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$ 2. 

Dans le cas que nous allons considérer, on a 

Ab m 15 al Zz —\ ©, 

Par une rotation des axes de coordonnées dans le plan de zy et par un 

choix convenable de l’unité de longueur, on peut toujours effectuer, que 

l’on ait de plus dans ce cas 

Yo Os C — I. 

Si je pose alors 

Do Mgr 

les équations différentielles que nous avons à considérer sont les suivantes: 

[ dp d HAE ^» 

TEL du eth rs d 

J dq 2 7 d; 1" tae (1) 2 m cA GI. a = pr" — 17; 

dr h | dy" ; 

RCE Na D ie 

Les trois intégrales algébriques du cas général, sont dans ce cas-ci: 

Ben ois 
| 2(p7 + qr) +77" = 2l, 

"m + 2 + Y = it 

Outre ces trois intégrales algébriques on en trouve facilement encore une 

— to 7 

quatrième. 

On a en effet (en posant ? = y— 1), 

l : - . "mo 
Dats + qi) = — rip + qi) — ir", 

adu) = a tar ta), 
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Par conséquent 

qu gi)? + esr + r9] = — rile + 2) + e + Fü) 

et de méme 

d i z 3. " 
ap — d) Far = ri(p—2» + cr — ri}, 

d'ou il suit 

de AR Se d NS DR 
aL Mo + 9) + er + 7) + nl — a) + (x — ir')} = 0, 

et, en intégrant, 

[#2] (3) (p + gi)? + eG + ir) p — 98)? + ar — y) = F, 

en désignant par / une constante réelle arbitraire. 

Posons a 

set Arts, 

„eng, ern 

& = (p + gi)’ + e ip) = m d OY, 

& = (p— qi) + e(r — ty’) = 9$ + Gh. 

L'équation (3) s'écrit alors 

EE, =k’. 

Des équations (2) on tire les valeurs de r’,77’, ;"^ exprimées en x, ,0,,&,,8,; 

r* = 6l — (zx, + %)’ + & + 6, 

(4) | cry" = 2le, + 3,2. (v, + Le) — $56; — Lib) 

2 112 2 2 229 22 TD 
or mm — — 2% + 2,6, + Triés, 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 5 février 1889. 24 
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ou bien, en posant > 

& = 6l, — (x, + 2)’, 

B= 210 + Mar + 9), 

Q —gq Kk — x, 

(4) | CO a B— LÉ — 9165 

Les quatre quantités x, , x, , &,, &, 

gébriques suivantes 

Posons 

R(a,) = Ad + 28a, + C = — aj + 6l zi + Alem; + 6 — E, 

R(z,) = Gaz + 28x, + Q = — a + 61,45 + Alex, + e — kh’, 

R,(z,v,) = AC — d = — 6), aja} — (e — (x, + 2.) 

— Aley(v, + mir + 6l (e — E) — 4P 6. 

Les équations (5), développées, deviennent alors 

= R(z,)E + R(z)&, + Ras) REX, —T) = ©. 

Posons de plus | 

R(x,2,) = dar, + Ba, + 2) + € = — nn + 61% 

+ ale (n, + m) + d — ES 
on a alors lidentité 

(6) R(«,)R(r,) Tw R(r,æ,)° == (v, "mm a.) P, (r.c). 



Sur le problème de la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe. 187 

Posons: 

(7) W? = (B (a) + Ex, — 2,)]* — 4 R(x)R(x,) 

= {R,(x,2,) + be, — x) — A" UR (n m)? + (x, — m)" Rana) 

=} M — k'(r, — v,)*] — 4k* R(v,v,)* 

=(R, («,x,) — E" (e, — n)! — 2kR(r v), (n, 2,) —K*(x, —2,)*4- 2kR(z v). 

Vu que d'après l'identité (6) on a 

k*(a, — v,)* + 2kR(a,x,) — R (x, v,) 

I 
———— Wu — a,)* + 2k(e, — 2,)* R(x, v.) + R(v,v,)* — R(x,) R(v,) 

(æ, x a,)* 

st h(a, Fa 2) + R(a,2,)|* = R(x,)R(«,)} 
= (m x,) 

Ra) — VR(w)VR(%,) || rn) + IR) a.) N E ee ee 
(x, SS) | (z, ie 5" 

z—(2.—) ier 

et de méme 

ka, — x)” — 2kR(x,x,) — BR, (v, v,) 

2 R(x,,) ÈS VR (a) Fi æ,) Pt 
ev 

— 

eso d 
xm (n, E %,) (v, — ZT) (x, —2,) 

on peut écrire 

; ANE " Jte — V R(z,)N Ra.) IR) — VR(GNV RO) > 

DEG Si ae) lee 
lan: um VAE) ELA a,)VR(e,) ) A; | tet VENE) i i] 

2 ca wa 

et on a alors 

LN Je e) coke, — z,) uM ay? 

sr 2R(x,) i 

(8) 
R,(@,2,) + k(x, — x) + W 

Z do 2R («,) 
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Au lieu des deux variables x, et x, introduisons maintenant deux 
1 2 

variables nouvelles s, et s,, définies par les équations 

Ii (v, Y — VR(æ)VR (x) I 

| de ox. 
(9) 3 IY RES 

J (@,x,) + V (æ,)V R( æ,) Uo 

| E gr er 

5; 

du second degre 

et s, sont, comme on le voit, les deux racines de l'équation algébrique 

I 

(mu x, (s EE jl | — Rx, )(s — 22) —, B,(a,2,) T 

On a alors 

Ww? = (x, Pam 2.) (25, — I, — k)(2s, — I, + k)(25, AC, l, Tis: ky(2s, LR I, + E); 

ou bien, en posant 

AEN VINE CET 
Mie pret re 

on à 

(10) W° = 16 (x, T z,)'(s, Tm k,)(s wr k,)(s, xd ks, Sa Kg), 1 

E V to ay)” | PRE NT TIER mI EE D) jM 

VER R(x Y— ilv. == hk, Xs, EX ky) + Vs; d le Xs, Soe k,)] mar Ue 
2 

(11) 
» (Erz T 

| yr REG) ues 7% k, Xs, itm ky) a= NACHT as k, GE k, ilk ER k*. 

Etablissons maintenant les équations différentielles, qui definissent ces 

deux variables nouvelles s, et s, en fonction du temps. 

En posant 

g, SE SG ge 
9g, = UE — 6 — G) + lc, 

eng : Ee : 
hören 921 mn Sy = 48) — IS. — Is» 
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on trouve | 

Ht (n) — n —w,) un) R(4,) + QU — a) IU (a, ) 
IQ 2— = a e / 

v5, d (x, ie 2) VR) (m, Cd 2) V Alm Ms 

» % K(a,) —; (x T æ,) R'(+,) R(x,) RD ;e xS æ,) R(x, ) 

VS, == ARE 2, — vll) + ED o PAL = VR(z,)» 

ds, de, E de, 

VS, VR(Gn) - Ra) 
(13) 

de, €. dx, de, 

vs, VR(n) - VHC) 

Des équations différentielles (1) il suit, vu que x, = p + qi, et x, = p— qi, 

Su) 
| ages = ap. E60, 

(14) ua b 
: | — AT = 1%, + 67" 

Par conséquent 
3 dos S "n Au 
xd a(S) = ay + 27 M + ar” 

ou bien, en écrivant au lieu de r?, cry", G7’? leurs valeurs, définies 

par les équations (4^, 

‘dæ,\ SE 2 (1 = = - (SB cx — o Qe Qe 
>=4 nu = D + & + &) 4-22, (8 — 4 — mé) + € + mit me 

ar . . » \2= = R(x,) + (x, —zy&. 

De la méme manière on trouve 

dx, le) — nG) +, — 2) 
et 

dz, de, 
Ta SE = ae +- rer (2; at a) ae ay 

= n0( + 2 +4) + (n b) — n6 — mh) + € + 4+ 28 
= R(a, dij): 
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En élevant au carré les deux membres de la première des équations ( 

on trouve 

na my 4 (a) (ae) — PI EN SNS 

au dt NA R(w,) N d£ Ill er VR(a)VR(e,) dt dt 

2 

2fi(a, m, 

en Cu 
dune 

— R(z,).R(a,) + Rx) — 2R(a,,) VE @)VR(&,) — k?(a, — x,)* 

x E(x,)K(&,) 
(a E [Li tees Uo DV R( Re, )VR( æ, R(z,)|? = 

HAE Je, (ee i 

Ra) ee ,) — VR(a,) ON Rs) ry Ro, 2,) — V R(e,N R(z,) | 

F rec | "208, —2) IE 2, — 2) E 

ni 
Mais on a 

ERR VE (x, ) À 
SN FLD Ge: 

Par consequent 

I ds, 2 (s, — ks, — 5) 

(à) = 83): 

Posons 

Bl) = — S(6—RY6—R) = —a4(— «X5 e6— 6X6 — he — 1); 
on a alors 

13), 
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On trouve tout à fait de la méme maniére 

D'ou il suit 

(15) 

R,(s) étant un polynôme du cinquième degré, et les racines de l'équa- 

tion Z(s)— o étant toutes différentes entre elles, les équations diffé- 

rentielles (15) nous conduisent aux fonctions ultraelliptiques, ou autre- 

ment dit, aux fonctions de M. RosExrTAIx. 

Cherchons d'abord les expressions des six quantités p,q,r,y,;,;' ex- 

primées à l'aide des deux quantités s, et s,. Nous y arriverons à l'aide 

de formules, que j'emprunte à un cours inédit de M. WzrERsTRASS sur 

les fonctions elliptiques, et dont une partie se trouvent aussi développées 

dans le Traité des fonctions elliptiques ete. de M. Hatrnen et dans les 

Formeln und Lehrsätze ete. de M. Scuwarrz. 

Soit 

R(v) = Az* + 4Bx° + 6Cx° + 4B'x + A’ 

un polynôme du quatrième degré de la variable x. Les coefficients 

4A, B,C, D', A' sont des constantes, assujetties à la condition que R(x) n'ait 

point de diviseur quadratique. Soit # une seconde variable, liée à x par 

l'équation différentielle 

da 

\ R(®) 
(1) du 

La relation la plus générale entre # et x peut être exprimée de la ma- 

nière suivante. 
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Posons 

9, = AA! — ABB' + 30%, 
9, = ACA' + 2BOB' — ABB — A'BB — Ct, 

DB AC, pcm ITEM p 
— 
1] 
— 

on a alors 

3 S DN D 
(3) 43) Audi qvx un. 

Te m AE EUR EEE P 1 2 (4 (9 Nous désignerons par y(w) la fonction (uw, g,, g,), et par p(u) la 
3 . = 1 5 Ir . rg . 

fonction (o(4, y, , — g,).' En vertu de l'équation (3) on peut définir un 

argument w tel, que, le signe de V4 étant fixé arbitrairement, les 

deux équations 

(4) pL DD E 

aient lieu simultanément. Posons 

B I Qu + ow or ae 7 A 2yA Eu — pw 

I je — w) (u) G(w) 

VA | G(u — w) 6lu ) 6(w) S 

L'expression la plus générale de x en fonction de « est alors 

(6) x = plu — n) 
ou x, désigne une constante arbitraire. (Pour w — «,, x — co et 
1 dx == 
—— yA.) Ona 

¢,(— u + w) = eu), Lo (v + =) = à, (— u +2) 

' Voir HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques. 
SCHWARTZ, Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen. 
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et par conséquent, si lon pose 

(3) ev, w) = e ln +7 = + a (re —") esu + >) + «| 

[fw ,, / 00 

B 1 | v (5) 1” (5) 
2 £m [A Te fu 

5 V PE = ah est |o e( 3 e = 

g(u , w) est une fonction paire de w. 

Les équations (4) subsistent sans changement, si l'on ajoute à w 

une période quelconque de la fonction o(w). Si nous désignons par con- 

sequent par (260, 20’) une paire quelconque de périodes primitives de la 

fonction (4), et si de toutes les valeurs de w (en nombre infini) qui 

satisfont aux équations (4), nous fixons une arbitrairement, les quatre ex- 

pressions 

e (u , v), e(u,w-+ 20) , eu,w+ 20+ 20’) , e (nu .0 + 20) 

représenteront quatre fonctions paires, différentes de w, qui toutes, mises 

à la place de x, satisfont à l'équation différentielle (1). En effet si 22 

et 29' sont deux périodes quelconques de la fonction y(w), il résulte 

de l'équation (8) 

€(u , ww + 29) — ç(u + 2, w) 
(9) | 

ou, à + 22)=e(u + Q', w). 

Pour que l'équation 

e(u, w + 22) — e(u,w + 22’) 

puisse subsister pour toutes les valeurs de x, il faut done que l'on ait 

eu + 9, w) — ce(u + 2, w), 

cu + 9' — 9 , w) — e(u , w), 

c'est à dire 2’ — 2 doit être une période de la fonction ¢(w) et par 

conséquent, (en vue de la dernière des équations (8)) 9' — 2 doit être 

aussi une période de jw. 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 6 février 1889, 25 
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Si tel n'est pas le cas, les deux fonctions @{u ,w + 2 9) et g(w,w+ 22’) 

ne sont pas identiques. On en conclut done que les quatre fonctions 

précitées, 

e(u,w),c(u,w + 20), e(u, w + 20 + 26), e(u , w + 20’), 

sont toutes les quatre différentes entre elles. , 

Mais il n'existe en tout que quatre fonctions paires de uw, qui, mises 

à la place de x, satisfont à l'équation différentielle (1); ces quatre fonc- 

tions se distinguent-par là, que pour 4 — Oo chacune d'elle devient égale 

à l'une des quatre racines de l'équation 

Ti) 0. 

Ces quatre fonctions doivent done étre identiques avec les quatre fonc- 

tions paires précitées, et, en vertu des équations (9) on peut aussi les 

écrire de la maniére suivante: | 

o(u, w), ç(u + o, w), ç(u + & + &', w), ç(u + o, w). 

Si nous posons 

a= e(o , w), a = g(@, wv) = e(o,w- 26), 

a, = o(@ + à', w) = g(0, w + 20 + 20’), 

a, = e(à', w) = e(o,w + 20’). 

les quatre quantités a, a,,4,, a, représentent les 4 racines différentes de 

l'équation R(x) = o et l'on a 

, (0 
5 1 E 

B zm I 9 I B a I 9 ie + © + © ) 

OR Ede er ==: e . 
A z à 5 

2V4 (7 Ne 
2 

y 2 

" ^p 
= fau e 

B I [c is + a) B : [2 (5 + à) 

de == nae SF 5 TX a — 5 A = — al + WIN. 9 " 

VA (sea) LCS 
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En posant @(@) = e, , v(@ + &') —e,, w(&') =e,, les relations suivantes 
ont lieu pour chaque valeur de nt Hs. 

e(:) A (es —- ei) Giu + (e5 — e1)6.w + (e? — e3)o,u 

i 2, (e, [y e,)o, u zb (e, = e,)6,". + (e SCR. e,)6,u” 

UA NM — 2(e, -—e,)(e, -— ej (e, — e,)Gu 

)- BAF TD EG — Dan 

(e, — e€,)6,u6," + (e, — a) 6,u6,1t. + (e, — €4) 6, 6,0 
—— o mA 

2H ou (e, "ge e,)6," st (6, = e,)G,u "b: (e, pe 0,)6,u] «() 
P , 6," + G,u + 67 à 
= em : 

On a de plus 

sw) ./D , 6,(w) S EM À s(w) /D 
G(w) VA ag 6(w) 2? OD VASA yx t 

Pour chaque valeur déterminée de w, les signes correspondants des ra- 

cines carrées dans. ces formules sont aussi parfaitement déterminés, et 

l'on a 

D D D E 

ais CON ETE qi = —;p{w Ue 24VA 

En vertu de ces formules, on a donc 

à D i VE a : v^ dE Ser, LET. ER TT EE ERA c 
^) (ei ay? e + (es — €i) 7 e, + (ei 6») 7 CA 

== ee —— ? 

D D D 
(e, — SW ee e, +(e, — AVE — e, + (e, — V 7 -— 6, 

ALES — 2(e, — e,Xe, — e,(e, — 6,) 

B raa T MES po 
(e S e,) b mem (e, — e,)/ TNT Er ET V^ ics 

"(5 eu, + DV ee VE 
2 à 

Voir SCHWARZ, Formeln und Lehrsiitze. 



196 4 Sophie Kowalevski. 

Par conséquent la racine a de l'équation. A(v) = 0, correspondante à la 

valeur particulière de w que nous avons choisie, est donnée par la for- 

mule: 

1 6(w)+6,(w)+6,(w) DB 
MIRE = = SR 

VA 6(w) A 

B me ir D st piu 
== —— — —— _ — — 6 — — — 64 fe 

Zr Vt i] i e aw) 

Si l'on pose 

6,(w) + G(w)+6(w)e | /D D d 

"er s(w) Van Vaart Vie 

(e, — e,)6,(w) + (e, — e,)6,(w) + (e, — e,)6,(w) jm f 
h 6(w) 

D D /D 
=. (e; E Ny UEM nz (e; E e) A Cy (name) Oi a 

, (e$ — e3)e, (ww) + (e$ — €7)6,(w) + (ey — es) 6s (wv) | 
E — = = —_ 
2 6(w) 

on a done 

B h 
I T c = ; 

A VA 

e (tw, w) = BB DENT mie mul 2) 
2 A \ A VA h, gu +h, 

En posant 

O — 0, 

o + © = 6,, 
” 

OO) 
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et en désignant par À,w,% les nombres 1,2,3 dans un ordre quel- 

conque, on a les formules 

6, (" + 2€)) 6, 7 

olıu + 20;) "CM 

6,(w + 2«,) em 6, 

G (1 + 20) deme 

. 6,(u + 20,) m u 

6(u + 20) Gu 

On obtient done, en écrivant dans les formules précédentes, w + 26,, 

w+ 20,,w + 2m, à la place de w et en posant 

_G(w)— 6,(w) — 6,(w) 

À tor Clonee en 

E (& — ¢,)6,(w) — (e, — e,)6, (1) — (e, — e,)6,(w) 

3 6(w) 3 

jm (e — 2)6,( w) — (e — 6)%,(w) — (ei — &)6,(W) 

E G(w) 

noces ODORE LAT) tus Go UN) 
BITS 6(w) : 

neues eet Em Cm E E m CAO) 
(1 4) hy == IO. Be RT 

in ge (es — e5)6 1(w) + (e$ — 41) G.(w) — (ei — &)%,(Ww) 
E 6(w) : 

pitta 6,(w) — 6,(w) + 6,(w) 

2 6(w) j 

he Css (e, ER e,) 6, (10) FF: (e, St e,)6,(w) Ir (e, Pu €,) 6, (0 ) 

15 6(w) i 

yn = (él dé n) = e — eyes n) + GE — 6 0n) 
PIC Eu Dr C gen men =a | 

6(w) 
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les formules suivantes 

B ] Pe en 
A yA à 

e (uw , w) : hu zm MEI rite = = = a), 
4 \ A \ A gu + hy, 

: b h, 
ao ed : al , 

B. da ie Dee 
(U QU) = — SSS SS = LÁ - 
g(u + 0, , w) A VA VA hu + hy | 

(15) f 
B hi, 

a. = EE E Jat , 

A 5 hs 2 (e,— e, Xe, SHINE =) 
Clu @, , W) - SS SS SS SSS — = = , 
f ( + ©, / A VA VA h qu +h, 

b h, 5 
Oe cm ; (NN ie 

B hig 2 (e, Im e,)e, = €i (€, Fas €, ) 
^U i) es a — TUT 7 £(u + o, , w) 7 VA VA hy qu + hy 

De cette manière on obtient les quatre fonctions paires de u, qui satisfont à 
3 d sr 3 da: — : : : 
l'équation différentielle qa VER) de méme que les racines corres- 

au 

pondantes de l'équation. R(x) = o, c'est à dire les valeurs que chacune de 

ces quatre fonctions prend pour # — o, exprimées en fonctions rationelles 

des quantités suivantes: 

B I 6. (w) D 6,(w) D 6,(w) D 
NE Ce — — ey ———— — — 46,5 e me 
. VA - 6(w) A 6(w) A 2 G(w) A 

Jusqu'à présent nous n'avons assujetti les constantes 4, B,C, B’, A’ 

(les coefficients de R(x)) à aucune condition; supposons maintenant que 

tous ces coefficients sont réels. — Il y a toujours dans ce cas des va- 

leurs réelles positives de w qui satisfont à l'équation q’(w) — 0; désignons 

par @ la plus petite de toutes ces valeurs. De méme l'équation j'(u)—o 

peut être satisfaite par des valeurs réelles positives de # et nous dé- 

signerons par & la plus petite de ces dernieres. 
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Il faut à présent distinguer deux cas: 

I. La quantité 75 — 279; est positive. 

Posons dans ce cas 

E 0, — © + öi, 0, = Ol, 

Fe, gm) — 6, mim p 

Les quantités e, ,e,,e,, qui représentent les racines de l'équation 

4s° — 9,8 — 9, = 0, 

sont dans ce cas toutes trois réelles, et l’on a 

€ > Ca >; 

(20, , 2@,) est une paire de périodes primitives de la fonction g(w). 

IL La quantité g}—- 279; est négative. 

Posons dans ce cas 

(€) — ài E e + a 
mu — ; n oc wo, = —— —, 

2 2 a 2 

plo.) =e, pla), > qaa) =e; 

(20,, 2@,) représente dans ce cas aussi une paire de périodes primi- 

tives de la fonction jo(w), mais e, et e, sont dans ce cas des quantités 

imaginaires, conjuguées, tandis que e, = — (e, + e,) est réel. La quan- 

e,7 0€, — € ORE 
tité 2——^ est positive. 

a 

Si nous convenons de donner à \/A sa valeur positive dans le cas 

ou A est positif, et de désigner par cette racine le produit de 7 par une 

quantité positive, dans le cas où A est négatif, on peut dans les deux 

cas déterminer de la manière suivante une valeur de # satisfaisant aux 

équations 
D FA E 
7’ p'(w) = ZR 

Les équations 
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: : > D dU : 
nous font voir que dans le cas I, si À > o, 7 doit être contenu soit dans 

i 2 : = D 
l'intervalle (e, ... co), soit dans l'intervalle (e, . ..e,); si A<o, 4 ppar- 

tiendra soit à l'intervalle (— © ...6,) soit à l'intervalle (e, ...e,). Dans 
s D ia À i 

le cas II, au contraire, — doit être contenu soit dans l'intervalle (e, ... ©), ’ , A 2 

soit dans l'intervalle (— © ...e,). 

Désignons par (a...) une quantité contenue dans l'intervalle réelle 

(a...b), par (+) et (—) des quantités positives ou négatives respective- 

ment et par e une quantité réelle satisfaisant à la condition 

CLIENT 

On a dans le cas I 

| ee 

(1) p(220) = (©...e,), Me 

I 
[s AE 

| (+)i, si € < = 

2)" g@ 389 £02) — (6.0... 8, le. => 2eo) ==" Oe ye — iy, 

| (um AMEL :. 

| (Es Sib ee = 

Ge pieew Poe. Te) g'(26@ + @) =, OM >) eo, 

I 
| (—) E » e SE 

: I 
| (—)i, si e< 25 

(4) (a(2emi) = (— eo...e). | p2suonr- 0. MEME = 

e" » e >=: 
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Dans chacun de ces quatre cas, si l'on fait croître ¢ d'une manière 

continue de o à 2) la fonction g(u) parcourt tout l'intervalle indiqué, 

en croissant continuellement dans le 3"* et dans le 4"* cas, en diminuant 

dans le 1* et dans le 2"*. Si l'on fait varier ensuite e de - jusqu'à r, 
le 

&(u) parcourt dans chaque cas le même intervalle qu'auparavant, mais 
. CA. . I 

dans le sens contraire. A deux valeurs de e, à égale distance de -, cor- 

respondent les mêmes valeurs de a(w), mais des valeurs contraires de ('(u). 

Dans le cas II on a 

(—), si € < : ; 

(5) g(2ew) = (+ co: e scd) t oi ne : ; 

CE re : : 

(—)i, si e< : : 

(6) p(2e0i) = (— © ...e,), Mie oo ye : : 

(+)i, » e > : À 

D'aprés ces formules, on peut définir une quantité w, satisfaisant aux 

équations 

yo (w) -— g'(w) = ea 

de la maniére suivante: 

I. gs — 279; est positif. 

1) Si A est positif et - appartient à l'intervalle (+ © ...e,) on 

peut poser 
wea, (r= HT), 

en remarquant que 

c 
VIIA AIV. 

9 
I 
=p selon que E 

Acta mathematica, 12. Imprimé le 6 février 1889. 26 
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: d PE D ge 
2) Si A est négatif et > se trouve dans l'intervalle (— © ...6,), 

on peut poser 

w = 2e0i (o<e<i) 

et l’on a 

10} 
VIIA Nile 

, selon que E 
AIV. 

5 342 ac JP) : 2 
3) Si A est positif, mais 4 se trouve dans l'intervalle (e, ...e,) on 

peut poser 
w — 2. + ói (o € & « r), 

et l'on a 

(0) 
«d < = selon que E=o. 

> DER D . Net 
4) Si À est négatif et 4 appartient à l'intervalle (e, ...e,) on peut 

poser 
w = w + 2e (O<e<1), 

et l’on a 

o 
VIIA Nile 

, selon que E 
VIIA 

Il. gi — 279; est une quantité négative. 

5) Si A est positif, E appartient à l'intervalle (e,... co) et l'on 

peut poser 
w= 20 (0 Se < 1); 

e étant $-, selon que E 
AIV 

Oo 

R ee ^» 
6) Si A est négatif, 4 se trouve dans l'intervalle (— & ...e,) et 

lon peut poser 
W— 3201 (o «Seem 

s étant $-, selon que E Alv 
o 
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Les cas 1) et 2) se présentent lorsque toutes les quatre racines de. 

l'équation R(x) = o sont réelles. 

Les cas 3) et 4) ont lieu si tous ces racines sont imaginaires. 

Enfin on a les cas 5) et 6) lorsque deux racines sont réelles et les 

deux autres imaginaires conjuguées. 
vu le) 

Dans le cas 1) les quantités 7 a 7%» 7% sont toutes 

trois reelles et positives; dans le cas 2) elles sont reelles et negatives; 

par consequent, en vertu des equations (14) les quantites 

h, SON RO 

sont dans les deux cas réelles. 

HE) D : 
Dans le cas 3) les quantités 7 — e, , 7 — €, sont négatives, tandis 

D one ; 
que 4 — e, est positif; par conséquent 

I v2 at let 1 TE " 

VA A : VA Ÿ 4 - 

sde T . - D Ae 
sont des quantités imaginaires, tandis que —— VERIS est une quantité 

= VA A > 

reelle. 
h, hi hy s. 

, 3. / ? / 

VA VA VA VA 

Les quantités a et a,, ainsi que a, et a, sont dans ce cas-ci des quantités 

complexes conjuguées. 

Les quantités sont done des quantités complexes. 

ED D sic 9 
Dans le cas 4) les quantités = —e,, 7 — €, sont positives, tandis 

D HEU ; 
que X — e, est négatif; par conséquent 

D D D 
uper ; P PROC giros 

uis [Pp 
V 

— est réel, mais sont imaginaires. 

h / he ht 

oe ho ho — sont des quantités complexes. 
VA’ VA’ JA’ VA 
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Les racines a et a,, ainsi que a, et a, sont des quantités complexes 

conjuguées. ; j 

€; 
D i AE DD) D 

Dans le cas 5)  — €, est positif, uc Au son des quan- 

I : ; : 5 6u Gu 
ttes complexes conjuguees. Les fonctions rm Cu 

valeurs réelles de w des valeurs complexes conjuguées, de manière que 

prennent pour des 

si a et w sont des valeurs complexes conjuguées, les valeurs corres- 

pondantes 

ou ’ ów 

sont aussi des quantites complexes conjuguees. 

Dans le cas 5), aussi bien que dans le cas 6), les quantites 

I G,w I :6,w 

VA sw ? VA ow 

sont des quantités complexes conjugués, tandis que 

G,w 
2 

I 

VA ow 

est une quantité réelle. 

Les quantités a et a, sont donc réelles dans les cas 5) et 6), mais a, 

et a, sont complexes et conjuguees. 

Il résulte donc de la discussion précédente que, pour des valeurs 

réelles de uw, les fonctions 

e(t , w) , e(u + o, , w) , e(u + o, , w) , e(u + 0, , wv) 

sont toutes réelles dans le cas 1) et 2) et toutes imaginaires, dans le 

cas 3) et 4) Il est à remarquer que dans le cas 3) la première et 

la troisieme de méme que la seconde et la quatrième de ces fonctions 

sont des quantités imaginaires conjuguées; dans le cas 4) ce sont au 

contraire la premiere et la seconde, de méme que la 3"* et la 4"* de 

ces fonctions qui sont conjuguées. 

Dans les cas 5) et 6) la première et la troisième de ces fonctions 

sont réelles, tandis que la seconde et la 4"* sont imaginaires et conjuguées. 
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§ 4. 
Pour pouvoir appliquer les formules du paragraphe précédent au 

cas qui nous occupe il faut commencer par la discussion des racines 

de l'équation 

R(x) = — x" + 61,2” + 4colx + c — k? = o. 

Posons 

ko = € — k’, l, = cl. 
0 0 

En général, si 

R(x) = Ax° + 4Bz? + 6Cx° + 4B'x + A’ 

et que l’on pose 

9, = AA' — 4BCB' + 30°, 

9, = ACA' + 2BCB' — AB’ — A'B* — C*, 

la condition de la réalité des racines de l'équation R(x) — o peut 

sénoncer de la manière suivante. 

Si G—9;— 279; <0, l'équation R(x) =o a deux racines réelles 

et deux racines imaginaires conjuguées. 

Si G— 9} — 279; > 0, toutes les quatre racines sont réelles à la fois 

ou toutes les quatre imaginaires, conjuguées deux à deux. Le premier 

cas a lieu, si l'on a en plus 

B? — AC — o, 12(B* — AC) — A’g, > 0. 

Mais si, 9 — 279; étant positif, l'une de ces dernières quantités est nega- 

tive, toutes les quatre racines de l'équation R(x) = o sont imaginaires. 

Appliquons ceci à notre cas. On aura 

Jb mm LG J). = 0) e —m Bee =1,, A =o—k’=k,, 

I: = — ko == 3l 

93 = — (ko + À) +h, 
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B’— AC-—l, 12(B* — AC)! — A'g, =k, + oli, 

gà — 2793 = (— ko + 30) — 27[— (E, + 4) + U)” 

= — 21 — 2l, (he + ER + zl (hs + otl. 

En vertu de lidentité 

8 2 — kd 3h 
hk, + 0) = 5; toll + 9l + CORN 

\ 

les racines de l'équation quadratique en /; 

Q(À) = 4 — 2l (k, + 2) + z; hh Mon: 

peuvent s'écrire 
3 

9 2 es ko h 2 i = (ke 0) (ÈS), 
3 e am PAL (pee >) À 

SS 

+) positif, s'il est réel. 

Appliquant ces formules à la discussion des racines de l'équation 

R(x) = o, on voit qu'il faut distinguer les cas suivants: 

15.4 ok, $0,445 o. 

Dans ce cas J,” et [;? sont tous les deux imaginaires. Par conséquent 

G = — 27Q(l;) est négatif pour toutes les valeurs réelles de /,, et 

l'équation AR(x) = o a deux racines réelles et deux racines imaginaires. 

25. t ly > Ott Diver diy igo: 

lj" et lj? sont positifs tous les deux et I? > 4? Alors si 

formules oü nous supposerons le radical ( 

D — ou ur see 

on a @<o et l'équation R(x) = o a encore deux racines réelles et 

deux racines imaginaires. Si au contraire 

ly >t > hy”, 

ee \ 
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G est positif, et, vu que lon a aussi /, > o. hk, + 9lj > o, les quatre 

racines de l'équation R(x) = o sont réelles. 

au eei E. Ory ky 04 > 9. 

La racine /j est positive, l'autre /j? négative. La quantité 

G = — 27Q(I) 

est négative, si 4 > lj, et dans ce cas l'équation R(x) — Oo a quatre 

racines réelles. Si au contraire 4 < /j?, G est positif, et l'équation pro- 

' posée n'a que deux racines réelles. 

ADAE o, pst o. --9l«o 

Comme dans le cas précédent G est positif pour 4 < lj", et négatif 

pour 5 >%. S'il est négatif, l'équation R(x) — o a dans ce cas quatre 

racines imaginaires; s'il est positif elle a deux racines réelles et deux 

racines imaginaires. 

Bra. tpn Cus, Mops: Ok : 

lj? et l/? étant négatifs ou imaginaires, la quantité G = — 27Q(l5) 

reste négative pour toute valeur réelle de /,; l'équation R(x) — o a 

donc deux racines réelles et deux racines imaginaires. 

GU Ch lo: 

Ce cas est tout à fait conforme au quatriéme. 

Résumé: : 

L'équation R(x) =o à quatre racines réelles dans les deux cas 

sulvants: 

) 40h > 0, —=—& + 30> 0, S GS i 
\ 

ou 

END 2 à 
1? — 1, (ky JE 2) + (= ko + y, 

T » — (— hai Ist = Tiles 8) (99). 

2) 8h SO nA <a, Oty or Odo e o. 

Les quatre racines de l'équation R(x) = o sont imaginaires dans les 

deux cas suivants: 

DO, ky o. Rh ssh <o,h<h.- 

AO RO EE 
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Enfin l'équation R(x)—o a deux racines réelles dans les cas suivants: 

1) h»0,h50,—h + 34 <9, pour chaque valeur de /,. 

i> 0, >O;— hy + 32 >0, i; lh ou bien & «p, 

Lo; hi 10:5 ky + 98 > 0, B> 4. 

) 

) 
A) > on coUe Kur och <o,h = 

) 4 <o,k,> 0, pour chaque valeur de /,. 

) Oo ake lO PEARL 

35: 
J'examinerai plus en détail le cas où toutes les racines de l'équation 

R(x) = — x* + 61,2” + aloe + — k? = 

sont réelles. 
En nous servant des mémes dénotations que dans le $ 3, on a donc 

dans ce cas 

= — |, Q'(w)* = 48° — 9,8 — gs = — hh. 

w est purement imaginaire. 

e,,e,, €, sont réels et l'on a 

CRC Xam c 

Les quantités 

Au ES 6 oes i US TE 

$(w)—y—ü *«» (= Gr Ze) = VU rs 

sont toutes les trois purement imaginaires, et il en est de même des 

quantités 

Er pe qp 
G G hy = (&— é)g (w) + (& — 4) 2 (w) + (ef — 4) 2 (W). 

Lp 
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Le coefficient de z* dans R(x) étant égal à — 1, nous poserons done 
dans ce cas, en désignant par E le produit (e, — e,)(e, — e, (e, — e,), 

i 
: 2E p == plu) = ill +) 

: à À 2E p — gi — x, = g(u,) = i(h, 5 a.) 

et l'on voit que x, et x, seront des quantités imaginaires conjuguées, si 
u, et wu, le sont. Posons 

uw + vi u — vi 
u = —— —, ds i. 

- 

w et v étant réels. 

On a alors 
8, = Q(u, + u,) = p(u), 

= Qu, — wu) = pl(vi). 

Il suit-de ces formules, que s, et s, sont tous les deux des quantités 

réelles, contenues entre les limites suivantes 

(CS i an EIS CMs (Bun S Ss ria oS): 

Pour exprimer les quantités p et g au moyen de s, et s, je me servirai 

des. formules suivantes. 

On trouve à la page 50 de l'ouvrage cité de M. Scuwanrz les for- 

mules suivantes 

G,(w)G(u + v + w)G(u — v) 

= 6(u + w)G(u)6,(v/ + w)6,(v) — 6,(u + w)6,(u)6(v + w)6(v), 

G,(w)G,(u + v + w)G,(u — v) 

= 6, (u 4- w) 6; (wu) 6, (v 4- w) 6, (v) — (e; — e,)(e; — €) 6 (w+ w) 6 (w) 6 (v + w) 6 (v). 

En faisant dans ces formules w — o et en donnant successivement à À 

les valeurs 1,2, 3 on trouve 

G(u + v) G(u — v) = G'uGiv — Oju6*v 

G6, (u + v)6, (u — v) = OtuO;v — (e, — eje — e;) 6^uO?v, 

6,(u + v)G,(u — v) = GruGiv + (e, — e)(e, — e;) Ó^uG*v, 

6.(u + v) 6, (u — v) = O$uO;v — (e, — e,)(e, — e,)67uG*v, 
Acta mathematica, 12. Imprimé le 8 février 1889. 91 
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ou bien, en remarquant que 

Giu = Giu + (e 

Gu = Giu + (e; — e) O^u, 

€) 6^u, 

(uv) G (u —v) = &u6!v+ (e,—e,)(¢,—¢,) *uG*v + (e, — e) (G'uGv + G1 uG"v), 

G,(u-I- v)6,(u —v) = Giu Gv 4- (e,— e; (6; — 6) 6'uGv + (e — e; (G^ v - G1 u6*v). 

Il suit de ces formules 

2 (e, — &,)(e, — ee — e,) 8"uó*v = (e, — e,) 6. (u + v)6,(u — v) 

+ (e, — &,)6,(u + v) 6,(u — v) + (a — 8,)6,(u + v)6,(u — v), 

2 (e, — e) Stusiv = (e, — e) 6, (« F v)6,(u — 9) 
— (e, — &)&,(u + v), (« — v) — (e, — e). (n + v) 6, (v — 9) 

2 (e, — e,)G*uGtv 

= (e, — e,)6(u + v) 6 (u — v) — 6,(u + v)6,(u — v) + 6, (w + v)6, (wu — v), 

2 (e, — e) GiuG?v 

— (e, —¢,)6(u + v)6(u — 0) — 6, (u + v) 6,(u— 0) + 6,(u +), — 9), 
d'où l'on tire par division | 

&) (e, — e, )6(u + v)G(u — v) + 6, (u + v)G,(u — v) —G,(u + v)6,(u —v) 

e, — e; (6 e (e, — e,) 6, (u + v) 6, Qu — v) + (e, —e,)G,(u+v)6,(u — v) +(e, — e,)6 Qt + v) 6, (u — v) 

; 3 Glu 
et par consequent, vu que 94 = = +e,, 

BE __ Ec(u+ v)6(u—v) +(e}—e)6,(u + v) 6, (u —v) + (e$ —e)6,(u+v)6,(u —v) + (ei —e)S(u+r)6, (Ce 

GT (e, —e,)6,(u + v)6,(u — v) + (e, —e,)6,(u + v) 6,(u—v) + (e, —e 2) O,(w + v) 6, — v) 

ART — E (u 4- v) 6 (u—v) + (e$— 65) 6, (w+ v) 6, (uw —v) + (e5—61) 6, (wu + v) 6, (u—v) + (ei—e:)6,(u 4- v) 6, (u —v) 

"OT (e, — e,)6, (u + v)6, (u — v) + (e, — &,)6,(u + v), (v — v) + (e, — e) 6, (4 + v)6,(u — v) R 

En posant done 

Do G (wu, + U,) 6, (4, — U,) 

N = “lu, + u,) G(u, — u,) 
= y(s, — ea)(8, — ea) (a=1,2,3) 
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on a 

(4) e) = Re 
p(u,) — g(u) = TIENE us EG A 

QUT mw E EE E 
En portant ces expressions dans les formules 

hy (ou, + @u,) + 2h, 

higugu, + hh, (ow, + pw) + he 

pout = i(h +E 

f= u. — €, h, (gu, — pu,) 

24 higow, pw, + hh, (ou, + pu,) + hi ? 

on trouve, après quelques calculs, 

SIDA EIN BE ENT DE 

POI. ER EMP NP’ 

+ E 
dori TPE MP NES 

où j'ai posé 

) i 6, nue 
L = (e, PED. es) = (v) = i(e, a es) Vl, T4: 

6, : E 
M = (e; s &)s (w) ET i(e, == e)vl, T: 

G ; —— 
N — (ej — €) ^ (w) = $(6, — EVE t e 

Doz (e, rm e,) : (w) (w) = (e, i €) v, T o6), + 6) 

vd, ;t e,)(l, zb: 6)» 
I 

ym SS SS us. 

LJ 

ERES. 
& 

nn 

aa aa eje 

> s Sr | — JS 
Dd 

N, = (a — e) (w) e (w) = (e, — e)v(f, + an Fo) 
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Les quantités /, + e,,/, +e,,l + e, sont toutes les trois positives. 

Les quantités s, — €,, $, — €,, 5, — €, sont aussi positives. 

Les quantités s, — €, , $, — 6€,, $, — €, sont au contraire toutes les 

trois négatives. : 

Ey MEN CEE RES 

L,; M,, N, sont réels. 

On voit que p et q ont des valeurs réelles. 

Pour caleuler la valeur de r je me sers de l'équation 

sont donc imaginaires. 

En général, si l'on pose 

R(s) = hi, (s = GS -— a, )(s LE a, (s m a, (s =a a) 

s, ds ie EO 

du = = 2a kr 

: . v R(s,) + VR(s,) ee P (fu, — s,du,), 

ds ds VR(s) 

du, —-——— 2 ES 

MI ne i re ds, Res 2) (du, — 8, dut), 

bee 
— (0) 24) 

P x |. cag PaPp]| V R(s,) ced VR(s, 

CI s, — s, |(s,.— ac)(s, — ag) — (8 — &)(s, — ag). > 

c, et c,, désignant des constantes quelconques, on trouve après quelques 

calculs, : 

OP. - I P, Poy P5Pog A 

ou, 2(ag — aj)| C;Cer C8 Cap 

aP, p tap PeP al (tp Pre] 
= i i , 

ou, 2(ag — a;) | C8 Cog Peleg: | 

9 P, I 
© — - Rice P, P, 0"e8 a B8? 
ou, 2 | 

9 3 Ic ; P. P; 

2.2 FU Ra Gps UE ET Fr 
ou, r 2 C, Cay By 
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Dans notre cas on a 

R(s) = 4(s — e, (s EX e,)(s Du e, )(s De k,)(s E ky), R, m AE 

di—du,  o-du. 
On trouve. donc 

kaa" BP PNP. 
Ni NDR MEO Ne 

it E 8, = 8, tvs, a; e,Xs, E ky X8, Le k,)(s, az e, (s, ME e,) 

Zu vis, Zur e,)(8, we e,)(8, m Xs, ux k, Ys, ER, kj; 

Zi =; 8, = 8, (Ve, d es, = ks, = k,)(s, 01 = 81) 

pel v(s, sa e,X8, See: Xs, DE e, Xs, VT k, Xs, SE kj» 

P Ka 8, = C (vs, is es)(s; A k, (8, ny k,)(s, Eu e,)(8, = e,) 

CA vs, 2I e, (8, ven e,X5, zZ e,)(8, = k, Xs, je k,)}- 

Comme nous l'avons vu plus haut, pour des valeurs réelles de ¢, s, et s, 

doivent étre contenus entre les limites suivantes 

Les quantités 

(s, — e,)(s, — es, — e,) 

(Gres IG SG) 

(s, —e,)(s, — e,)(s, — e,) 

sont donc positives, et les quantités 

(s, — es, — es, — e,) 

(s, — es — es, — €) 

(s, En e (s; "s e; (5; Ex es) 
névatives. @- 98 
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Pour que r soit réel pour des valeurs réelles de £, il faut que P,,, P,,, 

P,, soient réelles; pour que cela ait lieu, il faut que le produit 12 

(s, ME k,)(s, EE k,) 

soit négatif, et que le produit 

4 X (s, E ks, T k,) 
soit positif. 

Les constantes d'intégration doivent done étre choisies de maniere à 

satisfaire à l'inégalité 
kee ks 

s, et s, devront alors être contenus entre les limites 

RES cokes Cn) (nc Sees oe) 

Il nous reste a calculer les valeurs de 7, 7’, 7”. 

On obtient ;" de l'équation 

ou 

Cf me (2 = +) 

et l'on trouve à l'aide des formules de différentiation précitées 

LP, zi M, E 3 at N, D 
€ if E - * 

0 LP,, + MP,, + NP, 

les coefficients L, M,N, L,, M,, N, ayant les mêmes significations qu'au- 

paravant. 

La valeur de 7’ peut être calculée à l'aide de l'équation 

L'on trouve 

d d 
rt NP 7 d d d 

| \ 

_ GP, + MP, NP)(L ea Pot B) (LP, + MP, + NP,)(L GP+M 

(LP, + MP, + NP.) 
) 

* 
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D'aprés les formules de différentiation précitées, l'on trouve 

xd d d 
(LP, RE MP, T NEL LP, + MP: ls NSP) 

(LP, EME, + NP,,)(L5, P+M PA ar NS Fe) 

= R (LP, + MP, + NP,)(LP,P, + MP,P, + NP,P,) 

P PPP. PoP Pap 
— (LP + MP, + NP (Ln + M S acit Pu N a 723 1 is) 

^ €, — 6, e, — e, 

T qi 

x R,(L’ + M* "E IN’) Peek PO OR SES TUE E E) 

M N? 
u: I GU Sd les PE) sg Pa, er 

í PE EE: D ca E 

a MENU OE a S DAE e, P, Es — € | 

2 I Ps PD PSE RD + NL(R,(P P+ PDP, — Pt Ia p, Pa Alu) 

sj LM(R,( ep en EP. Im BP. Zn. 
ra Cr 

Cette expression du nominateur de 7’ peut être un peu simplifiée de la 
manière suivante. 

En désignant par «a, ß,yY,0d,e les nombres 1,2,3,4, 5 rangées 

dans un ordre quelconque et en posant, comme nous Dane fait, 

pa VR,(s, —4,)(s, —asXs, —a.\s, — as, — a) — VR,(s, —@a)(s, — ag)(s, — 4y)(8, — aas, — de) 

5,78 
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on trouve facilement les relations suivantes: 

PP, — PoPss 
R, PPP, D: Ps : ag — a, Spa P, a , 3 

: Popp. 
Fi P; P, Fe T i = = 2 D P5 Ps. ? 

RB PoP Pn spoke Sa Ea Ber pipe 
7 5 7 7 

(2525 = ag 

R(Pj + P) P, = PRE p Ter te 
4 Ag — Ag i a, — da 

= Pa ne Els eee P., =F Ry (a; a a) wees 

* PP. pap. Pp. pps 
RUE, + 222, Pon Uu Br un 

Ag — ay Aa — ag 

== P5 Pe ate Tros EIS R, (a, 3 d,) PSs 

Pa Pag — Ps p P, Pay — Pe Pag 

Oy, — Ag = Aa — a, R,(E2 + P)P, — Py 

= 12 Pe "E P, Ps + R,(a, CA Goes ao 

Si l'on pose donc 

a, ie, k, — &, 

a, = €; k, = 4, - 

a= 6. 

on trouve pour ¢,7’ l’expression suivante 

4 TPP, Py, + M* Pay Pas +N? Py Pss + MN[ Pa Pas + Pos Poa + (Or 65) Pi] + ND Pa Pas + Pas Pa + (se) Po] + LMP ic Pos + Pry PA + Cie) Pall 
LS; (LP, + MP, + NP.) 

[i 

Enfin on trouve la valeur de 7, exprimée à l'aide de s, et de s,, 

à laide de l'équation 

2(p? + 9?) + 7? = 2e; + 6H. 
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En posant 

L, = (& — es) g (w) = ig — e), +; 

2] 9 6, 2 DN TEE ELT 
M, = (65 — ei) > (w) = $(& — &)Nl +% 

2 2) 9, Hi 2 fos N, = (& — &) (uw) = i(6& — el, es 

on trouve 

E: L,P, + MP, + N,P, LP, + MP,, + NP,,\° 
SE. LP, + MP, + NP, —( LP, + MP, + NP, ) 

§ 6. 

Les six quantités 9,9,r,7,y,y une fois exprimées en fonctions de s, 

et de s,, on obtient sans peine l'expression de chaque fonction rationnelle 

symétrique de ces deux derniéres quantités, en fonction du temps, à 

l'aide de formules générales. 

J'emprunte les définitions suivantes, introduites dans l'analyse par 

M. WzrERSTRAsS, au mémoire de M. KüxiGsBerGER Zur Transformation 

der Abelschen Functionen (Journal für die reine und angewandte 

Mathematik, Bd. 64). 

Soit 
R(x) = A,(« — a,)(x — aj) ... (© — a) 

une fonction entière de x du degré 20 + 1; supposons que Ay, dy, d... Gs, 

solent toutes des quantités réelles et, si À, > O, 

MH >A 2... 05, 

mais si A, <o 

MoS... <a, 

Soient $À,,...,, p variables, liées aux p variables 7,,..., x, par les 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 22 janvier 1889. 28 
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p équations suivantes, dans lesquelles F,(z),..., 

Sophie Kowalevski. 

F,(®) 
fonctions entieres de x d'un degré inférieur à p, 

Posons 

en convenant de définir la racine carrée dans chacune de ces intégrales 

par la formule 

(FC = a 

“FB (a)dx 

V Ram) 

193 

= | are 

" VR(&) | 

a28—1 

iK, = Ra + Ko +. 

“af 
Tp 

F(æ)dx 

VR(e) ' 
42p—1 

a) de 

+ 
A92p—1 

25-1 

ee E HEAT 

J vR(z) 
493 23—2 

iK, ! 

1 
== ith, ) 2 

A 0 / 

Définissons p variables nouvelles v,,..., v, par les équations 

Supposons que ces équations, résolues par rapport 

donnent 

u = 21,0, +... 

. . . . 

u, = 2Kıvı +. 

Ga +. Ui 

poa og 

. . 

ap mA ud, 

à di) 

ar GU, 

= GM +». Gu 

désignent des 

Set) UL ADOHS 
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Posons 

Za ue BUB, LE GR), ph 

d'où il suit 7,; = z,, et définissons la fonction #(v,...v,) comme la 

somme de la série infinie 

à een FAT beet YpTyp)+ we $¥9(209+¥17 1 ++ YpTop) } zi 
= e : 8(0,...,) 

la sommation, indiquée par le signe 2, doit être effectuée de telle ma- 

niére, que chacune des p quantités »,, ..., », parcourt, indépendemment 

des autres, toute la série des nombres entiers de — co jusqu'à + co. 

Cette fonction #(v,,...,v,) satisfait aux deux équations suivantes: 

8(v, + pi... v, + p,) = lv... v), 

pi... p, désignant des nombres entiers quelconques, et 

Ju, + n4... 0, + Tu) = (0... v,)e Petram, 

Inversement, chaque fonction continue de v,...v, satisfaisant à ces deux 

équations pour toutes les. systèmes de valeurs v,...v,, doit nécessaire- 

ment être égale à $(v,...v,) multipliee par une constante. 

Désignons par #,...#, des constantes arbitraires, posons 

Ta T N, Ta ae Ny T,» zz er exa as N, tup 

et définissons une nouvelle fonction #(v,...v,|n,...n,) par l'équation 

GO cora urs cet) dr m, + ts) eant 

Les quantités »,...n, s'appellent les paramètres de cette nouvelle fonc- 

tion # Sim...n, désignent un autre systeme de p constantes, et que 

l'on pose | 
(63 NP ee IL ACT 

on à 

8(v, + T...0, + mim... n) 

= $(v...v,|ty Hm... +) er Trauma 
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Si les quantités #,...n!,Mm,...m, sont des nombres entiers, on a 

8(o, .. v, | m, + my... m, + m) = BY... v | m... t, 

ov TUE ae i, || on 6.) = eani g DS OLE SK) 1 1 / p 1 p. 1 p 1 p 

(v, + 7...0, + nim... %,) = e ratur (y, POETE SM on 

Posons de plus 

I I TOS I Q ; 5 À nd 3l EA "S Pp OG e (v, sm ...0 4 5m, | m. sn) (1.0, 1,2, vy 29) 

À où les nombres entiers m?...m?^,m)^...n^ sont définis par l'équation 1 (ey BAL p 

a) 

"F,(x)de » : , 
ee = mK, +... + mK, + in Ka + ni Ki, +... + MK) 

\ HA 
* 
oo 

(On s'assure facilement que chacun des nombres entiers mj...m; est 

égal à o ou à — 1; et chacun des nombres entiers n)...n, à O ou a 

+ 1). 

En désignant ensuite par À et » deux nombres différents quelconques 

de la série 0,1,..., 29, définissons les nombres entiers mj...m,, 

n...n, par les congruences 

ae, = me + m) 
| (mod 2) 

=" ont) is 

et de plus par la condition que chacun des nombres wj doit être égal 

à o ou à — I, et chacun des nombres »; à o ou à + I, et posons 

: I I 
BO). + You = av +,m...,+ T1 

La relation entre les variables v,...v, et z,...z, peut alors être ex- 

primée de la manière suivante. 

Posons d 

e(2) = (® — 2). «(8 — v, 



RS | 

— ————— -— — 

Sur le problème de la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe. 221 

et désignons par ¢ + 1, selon que À, 20; on a alors 

Ve^(— 1)^g(as;) = 3 (v, pres Vp )ta. 
, 

VR'(as;) Qn m) 

| ver(— L7 e (as, .1) E: Bn se 75 ae 

VR'(a5, 1) Bm. Ww.) ? 

Y V + (a, — a,) > = VR) _ Mm...) (v, - - - Yp)an 

0 A, ema | (za — ar)(2u — a5) (2) 20, ... vp Qu, 0) 

Nous avons supposé que toutes les racines de l'équation R(x) = o 

sont réelles. M. Hexocx a montré dans sa dissertation inaugurale (Berlin 

1867) comment ces formules peuvent être généralisées, pour le cas où 

les racines de l'équation R(x) = o sont imaginaires. 

ST 
Pour pouvoir appliquer les formules du paragraphe precedent au cas 

qui nous occupe, il faut ranger les cinq quantités réelles k,,Ä,,e,,e,,e, 

par ordre de grandeur. 
Plusieurs cas peuvent se présenter ici. Le manque de temps 

m'empéche de les examiner tous en détail. Je me contenterai d'effectuer 

tous les calculs pour le eas où l'on a entre les constantes d'intégration 

les inégalités suivantes 
3l —k 

l»k»(e20,Üc«——. 
2 

Dans ce cas, si l'on écrit 

2 

FRET og e ae (s Ss el, ie 
2 

, 1 . °, 7? . 

on s'assure facilement que les cinq quantités e, ,e,,e,,k, ,k, satisfont aux 

inégalités suivantes 

Si l'on désigne par 4,,4,,4,,4,,a, les cinq racines de l'équation R(s) — o, 

rangées par ordre de grandeur 

<u, < u.s Rec, 
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il faut done poser 

Loads ae er A E e, =a (zm €, — 4G 
2 4? 2 1? 1 3? 2 2? 3 0% 

Si l'on pose alors - 
s,ds, s, ds, 

dt — du, 
VR(s) VR (S) 

ds ds, 
0 — du, = == <= 

aeg 

et que lon détermine les quantités K,,, K5,,v,...v, comme il a été 

montré au paragraphe précédent; v,, v, seront des fonctions linéaires du 

temps, et l'on aura, en désignant par c, la valeur que prend $(v,, vj); 

pour v, — 0, v, — o, les relations suivantes: 

@,— a, | 6€ —6, — COCA L+e, a+a—da,—a 56% (EIER 
aS o ; — — = x ae 
a, — a, k CCE Ca” k a, — 4, Caco C4 Cis 

a2 n249 2,2 

thy ea LG HAT ee mn Ue ap Os 0, 0, = 0, as Calas Cota 
ng "= —— ige ren? 
a, — a, k (202, 025° ik a, —— 4, Citar Conca 

EM 2 ,2 222 
Os, = @, = @; 6504,05 LN lu +e, @, Se a, a, CiCQs Chica 

en — I : c—À 2? 
Qu k ci DOC k a, — a, REA. CAS 

et, en posant 

C — (a, ee, y €o1Co3C12€ "25 14 C24 , 

Co C304 

on à 

, u BR ee. AU) 
T (geen NS ay un Se SS 1 V( 1 1)( 2 1 V( 1 a) 2 jl Va, —a, ae 9 (vu) ‘ 

rae Coc, WUE) 
P, = VG, — 4) Ze) = VE — a — a) = is va,—a, Cotes s(, Va) 

i C é¢, 0 (VU) 
P, = (s, — e,)(s, — e) = V(s, — a,)(s, — e) = m 3 VO 3 2 3 VAS, o) 2 0) Va, —a, C,1Cos DA vv, 

C e,c, 9 (v v.) 
PNA) Ale aa a) SS ——— vA 4 VS 1/\"2 1 V 1 4/\°2 4 Va, —a, © Am Cua D (v,v ex 

= C CRC CHR) 
My m wif E LN E € = 0 C204 LAN Er 

T A: v (s, = k,)(s, ==> n9) Ex. v(s, E a, )(s, C a) FR ER 
, 

va, —404 C95 C25 C54 9. (v, v,) 
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p zi v(s, — @,)(8, = k,)(s, —k;)(s, —e)(s, Xx e,) ei v(s, reer Xs, — e Xs, —e)(s, ga ky Xs, —k,) 
12 BE 

hike = (0, Ue) 

' €, D. (v,v »,)' 

que V(s, —e,)(s — k, je, hs), —e,) — vs, — e Xs, —e,)(s, — es, — k, (8, — fy) 
100597 UIN 

cu UT Aes S, (v. v,) (vv v.) 

| Te Mn" 
P E. vis, 8,8; —e,)(8, = k,)(s, — e,)(s, —h) Be Vis, S ys, SE k, Ys, end ej) (s, —u)u- k,) 

14. VEM 307 38, 

i Gta Balvin) 
Cis 9. (v, v. y : 

JB vs, —eXs, — e)(s, —h,\s, "P e, Xs, — k,) - vs, SO Ys, = k,)(s, —2,)(8, —&)(8, —k) 
15 58 Es P 

Bots) 

"Ripa A. (v, vy) 

P,, _ V(s, — 6X8 SE )(s, —#,)(, — e,Xs, —e,) — v (s, — e,Xs, m —e,)(s, — k AE —k,) 
8 m : 

c, 0, (v, v) 

mora 3. (v, v,)" 

1 vis, =r e, )(s, —e,)(s, —h,)(s, —2,)(s, —k,) SER V 5 —e,)(8, Eh, Xs, — e, Xs, — e,X(s, —k,) 
P ex uk —s, 

(oa C, AG Div) 

| e, d (v v)" 

[Po v(s, as, Zee, =k, )(6, —e,)(s, = k,) Ye —e,)(s —k,)(s, —¢,)(8, —e,)(s, —k,) 
25 NE“ 3 ; 

T (GEB. 9, ACA %,) 

À uon 

P _ ve, mei Ys, m e; s, ae k,)(s, = ess, = k,) re vis, = es (8, = hk, Y(s, m )(8 = e,)(8 ms k,) 

ze dinde." 8, —8, 

LE pins). 
on B v.v, j^ 



224 Sophie Kowalevski. 

4 va Exi Xs, X e, (s, SE k,)(s, im €s)(8, ae ky) = v(s, = e, 8, ra k,)(s, —e)J(s, xd Ys, d k,) 

Pas 65 

PAS cs 9, (v, v.) = 
= ee D ^8, (v, v,) , 

P a v(s, —6,)(s, —e,)(s, macs )(s, mn) Xs, —k,) 2) u v(s, —k,)(s, —k,)(s, — ei)(s, —-,)(8, zm) 

d Aa 

e, 9,0%) u 1 
C34 9. (v,v, 

Les six quantités p,q,r,r,7,;7' une fois exprimées à l'aide des 
: dev, , v nee : es 

quotients ace 2) dans lesquelles v,, v, désignent des fonctions entières (v, , v,) 189592 5 LES, 

linéaires du temps /, il s'agit de trouver les expressions des six autres 

cosinus a, 2’, a", 2, f’, f", en fonction du temps. 

Ces quantités satisfont aux équations différentielles 

dg da Tn. Hn : 77 
ap Deu. m cu ngu 

da. dig T 
de c € Bul gn erus dé d 

hr Ge : ; dg" — ; 3 

um ee ae a! rd 
De ces équations il suit 

d(a 7i A > HA = FP) — + Bor — (" + Pda. 
En divisant par « + fi et en remarquant que 

(a + ia — B) = an + BE + iG — a = m + ir, 
(a + IRA) = an + AR + ie) = — n ir 
(a + fi)(a — fi) =a? + BP =—1—7', 

on trouve 

dy HN 5 

d yy cR ne al gg Use 7) eC 1er <= 
DATE a 

(E+ ira + 79 i MS 

dm, "UI e 
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De la même maniere on trouve 

d; dz 
4 ine RG but rt epee Sp + y» 
;lg(a' + fi) =; — , 

dt © : 2 1+7 1— 7 

d AR e ead gi a) M ra PP DE 
a; ele + fi) —;| ER er 

En portant dans les seconds membres de ces équations, les valeurs de 

P,9,r,7,7Y,Yy,, exprimées en fonctions du temps, on voit que pour 

obtenir les valeurs de a,/, 4, (7, a", 2" il faut intégrer des fonctions 

da 
rationnelles de quotients —~— — B 3 c 

On peut démontrer que chacune des six quantités a, a’, a", A, 8, f" 

est une fonction uniforme du temps, n'ayant que des pôles pour des 

valeurs finies du temps. 

D'aprés un théoréme bien connu f(t) est une fonction uniforme 

pouvant étre représentée sous forme de quotient de deux séries conver- 

gentes pour toutes les valeurs finies de /, si la condition suivante est 

remplie: 
d "E 
loir 
a e VU 

peut être développée dans l'entourage de chaque valeur finie /, en série 

convergente de la forme 

S lg f(t) — m(t 1)" + 8( — 4) 

où PB(t— t,) désigne une série infinie ne contenant que des termes à 

exposant positif, et » est égal à zéro ou à un nombre entier positif ou 

négatif. 
Or, tel est justement le cas pour les seconds membres des équations 

qui définissent 

d 1 E 

us lg (a + fi), le og (a + Bi) Tr ne (a” + Bi) 

en fonctions du temps. 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 2 février 1889. 99 
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» $i l'on écrit dans ces seconds membres pour r,;',;",p,q,"* leurs 

valeurs en fonctions du temps et si, en supposant ¢ dans le voisinage de 

i 
on voit immédiatement que des termes à exposant négatif ne pourront 

on les développe en séries procédant selon les puissances de f — f,, 

entrer dans ces développenients que dans les deux cas suivants: 

1) Si les développements de p,q,r,7.7,;' contiennent des puis- 

sances négatives de (f — f,). 
11 2) Si pour.¢ = ¢, l'une des trois quantités 7, 7’, 7” est égale à + r. 

En ayant recours aux équations différentielles (1) et en écrivant v au 

lieu de / — £,, on voit que dans le 1* cas les développements de p, q, 

r,7,7',7' doivent avoir la forme suivante: 

P= PT tp, +pDT+..., yi fee a ie sede eS 

C= qe eq, sunl ms Jic Hut esi ae ETS 

a a usw pos het sige EME 

où les coefficients p,, 95% > fo: 9, A, peuvent avoir ces deux systèmes 

différents de valeurs (voir $ 1): 

If 70, DE Se i : 

D = € i2, In = ©, 

p, — 9, fy = =. 

II. "rectam ET ——2= Fe, 

r= +21, i, 10: 

En portant ces développements dans le second membre de l'équation 

„dr dun v 

dlg(a" + (g^) a dis OPINION 

dt HA — || 

Ly" 

dt 

2 Y —T TOES ! 

do. e mL UN 
[gp ty +i trol 
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on voit que l'on a dans le cas I 

d 7 p; ' 9 ag (« + R'ÿ—=— at" + Pr) 

et dans le cas IT 

dg" + FD — 2" + Br) 
- i : h d , er . T 
Examinons maintenant le développement de ais (a" + fi) dans le voi- 

sinage d'une valeur / = t, pour laquelle „= + 1. 

En général, si l'on pose | 

p—p, t 5tT-..., = fo + fT... 

I= + dt +... y 9,39! 

r—r+trit..., (hE A ke, 

les coefficients p,, q, , r,, fi, 9,5 h^, sont définis (en vertu des équations 

différentielles (1), $ 2) en fonctions de p,, q, 75; f, do ^, par les équa- 

tions suivantes 

2p, = ol» til Goo 

20, ce ion Colles I = ph, | à Voto 

D, = Codo> h, — Yolo — Pod” 

Les trois quantités 7, 7’, j". sont liées par l'équation 

Pop 2E 
Leurs valeurs initiales f,,9,,h, sont done aussi assujetties à la condition 

Regt mae. 
Désignons par e, et par e, deux quantités qui satisfont à l'équation 

2 2 Er EE NT 

Si je pose h, — s, il faut donc que l'on ait en méme temps 5, — gif, 

et l'on trouve alors 

hy = — ey (py + 83d.) 

DATE == Ing = f (Do à à Elo) =” eh, . 
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dr : À 
pa d UE) 

Le développement du terme m — — qui seul peut contenir des 
2 To-—6, 

puissances négatives de z, a done la forme 

* 

Si € est égal à + 1. 

Si e, et e, ont des signes contraires ce coefficient est nul. 

, et e, ont méme signe le coefficient de 7! 

On voit done que dans tous les cas, le développement de 

d lo a" se 3"i 

dt g (a Bi) 

a la forme voulue 

d T 

yg gr wf Ren) 

d'où il résulte que a" + fi est une fonction uniforme du temps, pouvant 

étre mise sous la forme d'un quotient de deux séries toujours convergentes. 

On arrive au méme résultat concernant « + fi et af + ga. 

Je me suis aussi assurée que ces quantités peuvent être exprimées en 

fonctions rationnelles des quantités de la forme 

du Uys Ms oe Us) 
So ÿ(u,u,) 

a étant lindex d'une de 16 fonctions $(w,w,), w,, w,, u, désignant des 

fonctions linéaires, entiéres du temps, et v,, v, désignant des constantes 

imaginaires. 

Mais à cause de la grande complication des caleuls, je ne suis pas 

encore arrivée à développer ces formules sous leur forme finale. 

$8. 

Il peut être intéressant de réaliser sur un modéle un cas de rotation 

d'un corps solide autour d'un point fixe où toutes les conditions du cas 

que nous venons d'étudier se trouvent remplies. 
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Dans les équations différentielles (1) les constantes A,B,C désignent 

les trois moments d'inertie principaux relativement au point fixe. 

Soient maintenant A,, B,, C, les trois moments d'inertie principaux 

du méme corps relativement à son centre de gravité et désignons par 

,Y, 2 les coordonnées d'un point dans un système d'axes de coordonnées 

dont l'origine se trouve au centre de gravité et dont les directions co- 

incident avec les trois axes d'inertie principaux passant par ce point. 

On a alors, en désignant par y la densité du corps considéré au 

point done les coordonnées sont z,y,z, 

A, = fat + z)dsdydz, — B, — flf n? + at)dedydz, 
0 = Nine + y?) dc dy da, 

O = fll acdxdydz, Oo = [Ifnydedyd:, o = fff nzdedydz, 

O = [[fnyzdudyde, O = [i] pexdxdydz, o = ff nsu dr dydz. 

Toutes ces intégrales triples doivent être étendues à tout l'intérieur du 

corps considéré. 

Soient «, b, c les coordonnées d'un point O. Désignant par €,7, € 

les coordonnées d'un point de l'espace relativement à des axes paralleles 

aux précédents, mais dont l'origine coincide avec le point O, on a 

A IL. WM a = iy E—=x—-4, 7 = y — 0, fm C. 

L'équation de l'ellipsoide d'inertie dont le centre est en O est, comme 

on sait, 

= AC + Big -TOC-—2Dyt—2E€—2F& = 9(£,5,€) 

les coëfficients A;, B;,... étant définis par les équations 

A; e ($^ + C)di£dgd£ = A, + 
M(b° + c), 

" Jay = [If nte 2 + &\dédydé = B, + M(c + a’), 

C; = ff we + n')dédnd£ = C, + M(a’ + 55, 

D; = ff mzd£dz dg = Mic, 

Ei = fif. pic d£ dnd£ = Mea, 

By = fff nendedydg = Mab. 
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M désigne la masse totale du corps, 

A = ff nd£dr dé. 

Soient maintenant w,v,: les eoordonnées d'un point de l'espace relative- , , 

ment à des axes, dont l'origine est au point O, mais dont les directions 

coincident avec les directions des axes principaux de l'ellipsoide d'inertie, 

correspondant à ce point. On a alors 

u = a lo de | 

v=ac+ßntnG H 

w= ae + By + 7b 
ES LE 7 er e Ene zs p? + w?, 

e(E,n,£) = du? + po? + vw’, 

A,p,y étant des constantes positives. 

De plus en désignant par w,,v,,w, les coordonnées du centre de 

gravité dans ce nouveau système, on a 

— u = aa+ Bb + 76 

— m, cura I» 746, 

—w, — a,a -- B,b + ne. 

Si nous imprimons maintenant au corps considéré un mouvement de rota- 

tion autour du point fixe O, les conditions du cas étudié par nous seront 

remplies, si l'on a 

À = y — 2, 

— 0, = a,0 + p,b + y,c — o. 
0 

On doit done pouvoir satisfaire aux équations sulvantes 

£(6,2,€) = »[2(&^ + 9^) + w?], aa, + bf, + cy, = 0, 

#2 2 22 2 2 2 2 25 NE 
iS p "sce. USE ie as Bx jpn = ie 

Woven i'n : Los à ER : 
oyons si l’on peut choisir le point O de maniere à ce que ces equations 

soient. remplies. 
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Des deux premières de ces équations, il résulte 

DCE 3 7, 0 — 2( y! C) — ww", 
Cette dernière équation devant être satisfaite identiquement, si l’on écrit 

pour w sa valeur : 

w= a, + fn + n6 

on obtient, en égalant à zéro les coefficients de chaque terme dans cette 

‘identité, les équations suivantes: 

A; — 2 = A, + M(U* + c?) — 2» = — vai, 
‘ B; — 2» = B, + M(c? + à) — 2» = — of, 

C; — 2» = €, + M(a* 4- D) — 2» = — fé, 
| D; = Me = »,7,, 
| 

E, = Mca 

F, = Mab = va,,. 

Si aucune des trois constantes a,b,c (les coordonnées du point O) n'était 

nulle il résulterait des trois dernières équations 

Ma? b?e? = yal B73, 

| 1 1 | M?a = y?a,, 

1 

M?) = » 

1 1 
Teer ya : TETE s 

- 

ce qui est évidemment impossible par suite des équations 

T Nu E 
aa, + DB. 12207: d 

h ni M ni » ne pouvant être — o. | 

Si nous supposons € = 0, mais a et b différents de o, nous devon 

poser 7, = O, et par conséquent 

Mab = va,ß,, a aa, + bg, — o, 

"c ——— "B 9ON" 
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d'ou il suit 

(le signe de Va? +}? étant déterminé arbitrairement) 

rM 

M = -— 
B o me" 

, 
équation impossible, vu que M et » sont tous les deux des quantités 

positives. | 
Il faut done supposer 0 — 0,c — o. On a alors 

An el, B; = B, + Ma’, PIC as, 

DO; Bo; JU == Oh 

£(£,2, €) = AE + (B, + Ma’)n’ + (0, + Mae. 
Si les trois axes d'inertie principaux À,, B,, C, relatifs au centre de 

1 

gravité du corps considéré satisfont à l'équation 

À, = 2(B, "aa C), 

on pourra satisfaire à toutes les conditions supposées par nous, en prenant 

4 —B " 4 
a^ — i 

m S MN 

car on à dans ce cas 

D, + Ma’? = A C+ Ma! = 0€, + A, — B, = 
Nola 

1? 

par conséquent 

(6.9.9) = AE +7 + 
D | = 

Remarquons seulement que pour que « soit réel, il faut et il suffit que 

l'onvatm eB, 26. 

On voit done, d'aprés ce caleul, qu'il est possible de réaliser mé- 

caniquement toutes les conditions du probléme que je viens d'étudier. 



SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA THÉORIE DES FONCTIONS 

D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE 

Ier Mémoire 

PAR 

VITO VOLTERRA 
à PISE. 

Introduction. 

La représentation des fonctions de trois variables indépendantes par 

les fonctions des points d'un espace à trois dimensions est d'un usage trés 

répandu parmi les analystes. Mais les points ne sont pas les seuls élé- 

ments géometriques de l'espace. Il y a aussi les lignes et les surfaces 

et l'on peut, de la méme facon, faire correspondre à chaque point ou 

à chaque ligne ou à chaque surface les valeurs d'une variable. On 

obtient de la sorte des fonctions des points et aussi ce qu'on peut appeler 

des fonctions des lignes et des fonctions des surfaces de l’espace. On n'a 

appliqué jusqu'ici l'analyse qu'aux fonctions des points, mais il est bien 

intéressant aussi d'étudier les fonctions des lignes et les fonctions des 

surfaces, Ces fonctions se présentent dans plusieurs questions de physique. 

Par exemple l'énergie d'un courant qui parcourt un fil métallique qui 

peut se déplacer et se déformer dans un champ magnétique, est une 

fonction d'une ligne. Elles peuvent se rattacher aussi à des questions 

analytiques, par exemple on en trouve une application en généralisant 

la théorie des fonctions envisagée du point de vue de Drricuter’ ou en 

1 Voir. une Note que j'ai publiée: Rendiconti della Reale Accademia dei 

Lineei, Vol. 3. C'est en poursuivant ce but que j'ai été amené aux idées qui forment 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 19 février 1889. 30 
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cherchant à étendre aux intégrales doubles la théorie JAcoBI-HAMILTON 

sur le calcul des variations. A présent je me borne à montrer l'usage 

qu'on peut en faire dans la théorie des fonctions des variables imaginaires. 

la base de ce mémoire. Je me permets done d'exposer en peu de mots le point de départ 

de mes recherches sur la généralisation de la théorie des fonctions. D'après la définition 

de DIRICHLET, on dit qu'une variable est fonction d'une autre variable, si à chaque valeur 

de cette quantité, entre des limites données, correspond une valeur de la première quan- 

tité. On est amené bien naturellement à cette définition, qui est indépendante de tout 

rapport analytique entre les variables, en considérant des phénomènes où il y a deux 

quantités qui changent simultanément de telle facon que les valeurs de l'une dépendent 

de celles de l'autre. 

En se plaçant à un tel point de vue on est conduit aisément à généraliser l'idée 

de fonetion paree que dans plusieurs questions de physique et d'analyse ou trouve des 

quantités qui dépendent de toutes les valeurs d'une fonction ordinaire ou de plusieurs fonc- 

lions ordinaires tout À fait arbitraires. Par exemple la température dans un point d'une 

lame, qui est chauffée au bord, dépend de toutes les valeurs de la température au bord 

de la lame. Les fonetions des lignes offrent un autre exemple d'une telle dépendance. 

Tl est bien clair que, lorsque on parle d'une quantité qui dépend de toutes les valeurs 

d'une ou de plusieurs variables, on entend quelque chose de bien différent d'une fonction 

de fonction. 

J'ai táehé d'étudier la dépendance dont je viens de parler. En général on ne sait 

pas si, en partant de la fonction, on peut parvenir, par des procédés analytiques, à la 

quantité qui en dépend. Pourtant, sous certaines eonditions, qui sont tout à fait semblables 

aux conditions néeessaires pour le développement en série de TAYLOR, on peut parvenir 

à généraliser cette série au cas que nous considérons. Par exemple, bornons-nous àu cas 

le plus simple, c'est à dire d'une quantité y qui dépend de toutes les valeurs d une fonc- 

tion f(x), définie pour les valeurs de x comprises entre les limites a, b. Sous certaines 

conditions on peut donner pour y l'expression analytique 

Y= + [feas aot, +5 SJ "4 )f(,)8, 0, 5 ty) dt, dt, 

J [reorcora VOCE, tt kta aoe 
a a 

où 7, est une constante et les fonctions 0, (4, , t, , ,.., tn) sont des fonctions symétriques 

LS DT as 

La série qu'on vient d'écrire n'est autre chose que la généralisation de la série 

des variables f, , # 

de TAYLOR. 

———- 
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Dans la théorie des fonctions d’une variable imaginaire, on suppose, 

en quelque sorte, que les valeurs des variables imaginaires sont étendues 

sur une surface, avec la condition que les rapports différentiels des va- 

riables ne dépendent que des points de la surface. C’est ainsi qu'on 

peut exprimer la condition de monogénéité établie par Caucny et que 

la théorie des variables imaginaires peut se rattacher à l'étude des pa- 

ramétres différentiels et à l'étude des éléments caractéristiques. 

Est-ce qu'on peut généraliser cette théorie en se rapportant à un 

espace à trois dimensions? Voilà le probléme que je me suis proposé. 

On peut résoudre la question, mais pour l'aborder il faut recourir 

à ce que je viens d'appeler les fonctions d'une ligne. En effet on ob- 

tient la généralisation en faisant correspondre à chaque ligne fermée de 

lespace les valeurs de deux variables imaginaires liées entre elles par 

une condition différentielle tout à fait semblable à la condition de mo- 
nogénéité de la théorie ordinaire. 

Dans le mémoire qui va suivre je me suis borné à étendre la théorie 

aux espaces à trois dimensions, mais on peut aller plus loin dans la gé- 

néralisation. La théorie des hyperespaces est depuis longtemps connue 

et beaucoup de mathématiciens sont à présent familiarisés avec les mots 

empruntés à la géométrie des espaces à x dimensions qui peuvent re- 

présenter d'une manière claire et frappante des propriétés analytiques. 

Cette considération m'a poussé à aborder méme la théorie générale pour 

les hyperespaces dans un mémoire que je publierai plus tard. En se 

posant à un tel point de vue, les fonctions des lignes ne suffisent pas. 

Il faut recourir à une notion moins simple, c'est à dire aux fonctions 

des hyperespaces. 

A quelle théorie connue va se rattacher la généralisation dont je 

viens de parler? 

Il est bien aisé de montrer qu'elle se rattache à la théorie des fonc- 

tions de plusieurs variables imaginaires. I] y a presque une année 

M. PorvcARÉ a publié dans ce journal un trés beau mémoire sur la gé- 

néralisation du théorème de Cavcnuv pour les fonctions de deux variables | 

imaginaires. Je vais montrer comment le remarquable théoréme de 

M. PorwcARÉ fait ressortir, tout de suite, une liaison entre la théorie que 

je me propose d'exposer et la théorie des fonctions de deux variables 

imaginaires. 
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Soit donnée une fonction de la variable z = x + (— 17 continue 

et uniforme dans une aire limitée par un seul contour. On déduit du 

théorème de Cavcuv que l'intégrale d'une telle fonction prise entre des 

limites imaginaires dépend des limites seulement. On obtient done, par 

l'intégration d'une fonction des points du plan complexe, une nouvelle 

fonction des points. Est-ce la méme chose pour les intégrales doubles? 

M. Poincaré, en généralisant le théorème de Caucuy, à démontré 

que l'intégrale d'une fonction uniforme de deux variables imaginaires 

prise sur une surface fermée est nulle, si l'on peut déformer et réduire 

la surface à un point sans rencontrer de singularités. On peut déduire 

de là que, si la surface d'intégration n'est pas fermée, l'intégrale dépend 

des lignes qui forment le contour de la surface. Donc on voit que. 

l'intégration des fonctions de deux variables conduit aux fonctions des 

lignes. Les fonctions des lignes que j'ai étudiées, correspondent à tous 

les cas qui se présentent dans les intégrales doubles prises de la ma- 

niére indiquée par M. Poincaré. Puisque ces fonctions des lignes dé- 

pendent seulement du bord de la surface d'intégration, jai donné leur 

expression analytique par des éléments qui dépendent seulement du bord, 

cest à dire jai montré qu'elles peuvent s'exprimer par des intégrales 

simples étendues à la ligne qui forme le bord. 

Il est bien aisé de voir que la généralisation de la théorie des 

intégrales abéliennes aux intégrales doubles, est une question liée aux 

principes fondamentaux que je vais exposer dans ce qui suit. 

J'ai consacré le 1“ chapitre du Mémoire à la théorie des fonctions 

des lignes. Le 2° chapitre est partagé en cinq articles Dans le 1% 

article, aprés avoir établi la généralisation de la condition de monogénéité 

pour les fonctions des lignes, je trouve une relation différentielle analogue 

à A, =o. Dans le 3° et 6° article, en étudiant cette relation j'essaie 

une théorie des propriétés caractéristiques des fonctions des lignes. Enfin 

le 5* article contient la théorie des opérations différentielles. 

Dans ce mémoire je n'ai pas abordé le cas d'un espace fermé d'une 

connexion multiple ni la généralisation du théoréme d’ABEL qui en suit. 

Je remplirai cette lacune dans un autre mémoire. 
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Chapitre I. 

Les fonctions des lignes. 

—— + 

Article 1°. 

1. Nous commencerons par quelques études générales sur les fonc- 

tions des lignes dans un espace à trois dimensions. Je me bornerai à 

considérer des lignes fermées qui n'ont pas de noeuds Je ferai lhypo- 

these que les coordonnées x , y, 2 des points de chaque ligne soient des 

fonctions continues de lare s de la courbe. 

A chaque ligne L parcourue dans une direction donnée, correspondra 

la valeur d'une variable ®. On doit supposer qu'en general en changeant 

la direction de la ligne, méme sans la déplacer, la valeur correspondante 

de la variable ® change aussi. Je désignerai cette correspondance par 

le symbole 
$ = || L). 

On va trouver des variables # dont les valeurs ne dépendent pas seule- I 
ment des lignes L, mais aussi de la position d'un point variable A 

pris sur la ligne. On désignera une telle fonction par 

qr — a IL, Al. 

Si la position du point est définie par la longueur s de l'arc compris 

entre le point variable et un point fixé sur L, on écrira aussi 

2. Comment peut-on étendre aux fonctions des lignes les définitions 

de continuité et de dérivation? 
C'est en poursuivant ce but, que je vais définir le domaine d'une ligne. 

Une ligne fermée, enchainée à L, en se déplaçant le long de L 

jusquà revenir dans sa premiére position, décrit une surface tubulaire. 

Le volume S compris dans une telle surface est ce que j'appelle un do- 



238 Vito Volterra. 

maine de L. Toute ligne, comme Z, qui parcourt le tube S dans le 

sens longitudinal est une ligne longitudinale de S.' Je dirai que d||L| 

est continue si, quelque petite que soit la quantité e, on peut toujours 

déterminer un domaine S de Z, tel que, pour toute ligne longitudinale 

L' de S, on ait 
mod | #|[L']| — @|Z]||| « e. 

Pour ce qui va suivre la condition de continuité, telle qu'on vient de la 

poser, n'est pas suffisante. Soient o,, a, , c, les aires comprises entre les 

projections des deux courbes sur les plans coordonnés, e = vo; + oi + 6; 

I] faut supposer que le rapport 

mod | #[ 1 — o1] 
Gg 

ne surpasse jamais une limite finie M. 

Lorsque on a affaire à une fonction ®|L,s], il y aura à con- 

sidérer la continuité par rapport à la variable s, c'est à dire en laissant 

fixe la courbe L et supposant que le point A se déplace. Mais il faudra 

examiner aussi la condition de continuité lorsque on change A et L à 

la fois. Si A est un point situé à l'intérieur d'un champ 7 à trois di- 

mensions, nous appellerons 7 un domaine de A. Nous dirons qu'il y a 

continuité, si, quelque petite que soit e, on peut toujours déterminer un 

domaine S de L et un domaine S' de A, tels que, pour toute ligne 

longitudinale L' de S et pour chaque point A’ de L’ situé à l'intérieur 

de S’ on ait 
mod | 9 ||Z/, 4] — OL, All| <e. 

3. Passons maintenant à la dérivation. Faisons passer par chaque 

point d'un are / = AB de L un segment de longueur 4x, parallele a 

laxe x. Le lieu des extrémités de ces segments est un arc CD. Soit 

D + 4,0 

1 Voilà ee que j'entends par une ligne fermée qui parcourt le tube S dans le sens 

longitudinal. Soit c une section transversale du tube. Déplaçons c de sorte qu elle vienne 

engendrer le tube S, et supposons que dans le méme temps un point A, pris dans l'aire 

a, se déplace jusqu à revenir dans sa position initiale. Nous dirons que la ligne décrite 

par À est une ligne qui parcourt le tube dans le sens longitudinal. 
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la valeur de la fonction qui correspond à la ligne qu'on déduit de L 

en remplaçant l'arc AB par la ligne ACDB formée des droites AC, BD 

et de l'arc CD. Supposons que 4x et / tendent vers zéro en laissant A 

fixe et que 

(1) det 

tende vers une limite X. On appellera une telle limite la dérivée de 

® par rapport à x. Nous supposerons que cette limite ne dépende pas 

du côté de B par rapport a A ni de la manière dont 4x et / tendent 

vers zéro. Nous ferons encore l'hypothése que, quelque petite que soit 

7, on peut déterminer une quantité «, telle que pour toute ligne Z et 

pour tout point À l'on ait 

4,@ mod |49 _x 
| det 24 

pour toutes les valeurs de 4x et de / comprises entre — © et w. En 

un mot nous supposerons que le rapport (1) tend vers la limite X avec 

uniformite. 

Tl ‘est clair que, la limite X dépendra en general de la ligne Z et 

du point A. Nous la designerons par 

D. Mr..si|. 

On trouvera de même les dérivées de ® par rapport a y et par rapport 

à z qu'on désignera par 

DZ, sh PL, s] 

Nous supposons les trois dérivées continues. 

4. Soit £(s) une fonction continue. Déplacons chaque point d'une 

ligne L parallélement à l'axe x d'une quantité 

BD, ERS): 

On trouvera une ligne L’. Nous allons chercher 

ejr) 212]. lim —! 
£=0 - 
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9 9 

que tout intervalle h, = a,b, soit compris entre les intervalles £4, ,, k, 
1 i* 

Partageons la ligne L en 2a parties h,, k,, h, , b, ,.. ., À, , k, de sorte 

Posons 

V2 Lk, = 0. 

Soit s, la longueur de l'are compris entre les points a,a, compté 

dans la direction (d,a,,,...«,). Par chaque point de lare h, conduisons 

un segment de longueur ¢&(s,) parallele à l'axe x. On trouvera un arc 

h = abi. Remplaçons les arcs h, (i = 1,2,...,7) par les lignes for- 

mées des droites «,a;, b,b; et de Vare hi. On aura une ligne L,. Il 

est clair qu'on peut écrire 

dE] — ej Lj = tol, — 112,1} 
où Z, signifie L. 

Mais 

9| L,]| — 212,1] = ch, €(s, {0% 
[Ls , $,]| 2 AE 

Ee e) , A es 
Il suffit de prendre ¢ X yo Is <o, N étant le maximum de £(s), pour 

que 
mod 7, < 7. 

On aura aussi 

wp’ V , $,]| = 9L 2 $,|| a 7 

et, en prenant © suffisamment petit, en vertu de la continuité de la dé- 

rivée, on aura 
, mod y, < ». 

Par la condition qu'on a posée aprés la continuité de ® ( 2) on peut 

écrire 

mod | @|[L’]| — @| Z, ||| « M(osN + XD, 

en désignant par D, l'oscillation de la fonction &(s) dans l'intervalle k,. 

On en déduit 

lim 21“) 
s=0 

— #5] = [&(s)@.[L, s]|ds. 
L 
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De méme si on donne à chaque point de Z un déplacement 

parallélement à l'axe y, en passant de la courbe Z à la courbe Z/ on 

trouvera 

ni" Pre fs) MB 
s=0 = L 

ds. [L, s] 

Enfin, en supposant que par des déplacements dz = ¢¢(s) parallèles à 

laxe z on obtient la courbe Z/”, nous pouvons écrire 

lim PL] -— ca d _ fe(s) 
e=0 e L 

[Z ^ s||ds. 

. 

5. Supposons maintenant que les déplacements des points de L 

aient pour composantes dans les directions des trois axes 

Gv ==.66(5), dy = ex (s), de = e€(s) (o 

et qu'on trouve d'une telle façon une courbe L". On peut démontrer 

bien aisément que 

lim SUL" = PT _ fige + 07 + das. 
e=0 [3 n 

Le résultat que nous venons de trouver peut s'énoncer aussi de la ma- 

niére suivante. 

Soit 

(A) OD = f (0.0x + ®,0y + dz) ds, 
n 

la quantité 

26 — (el z^] — e| 
est un infiniment petit d'ordre supérieur à B 

C'est pourquoi on appelera 24 la variation de ®. 

6. Nous allons chercher maintenant à quelles conditions doivent ~ 
, 

satisfaire les trois dérivées $^, 4; , 4. 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 27 février 1889. 81 
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par le déplacement infiniment petit des points de la ligne Z cette 

liene ne change pas, on aura 99 =o. En posant 
e eo , 

. da . du dz 
ox = A—ds, dy = A ds, = = Aq d$ 

5 as 

on aura donc, pour une valeur arbitraire de À 

On gd + gl! D: us. 
\ / rds ds 

L 

On tirera de là 

d = 4 0, . = Te CA 

x . . * E 

c'est à dire, si Z est la tangente de “L, 

da a Aa dy S LZ at — Costa — "st P —— COS ly — ds’ 7i = cos tz = ds 

on aura 

(2) Dia + DE + Uy — o. 
L'égalité qu'on vient de trouver n'est pas la seule condition à laquelle 

les trois dérivées doivent satisfaire, mais c'est la seule dont nous nous , 

servirons dans le cours du mémoire. Il est bien intéressant de déter- 

miner. d'autres propriétés des dérivées par exemple celles qu'on trouve 

en introduisant les dérivées d'ordre supérieur. 

Article 2. 

1. L'égalité (2) de l'article 1° permet de poser les équations 

| D, = pb — pc, 

(3) Dia — 74, 
| 0, = pA— ab. 

' Voir la Note citée et l'autre: Sopra le funzioni dipendenti da Linee. Rendi- 

conti della R. Accademia dei Lincei, Vol. 3. 
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Les inconnues A, B,C ne sont pas déterminées par les égalités (3). Si , ’ D 2 

4A, , D,, C, vérifient ces équations, les solutions générales sont 

A—AÀ,-Fkae B=B kh €-0 4H, 

k étant une quantité arbitraire. 

D'aprés les égalités (3) on pourra remplacer (A) par 

(A^ OW =| {|A( 302 — joy) + D(ràr — a0z) + Clady — Pox)\ds. 

L 

M 2. Par le déplacement (dx, dy, dz) l'arc ds décrit un parallélo- 

gramme infiniment petit. 

Supposons qu'un point en parcoure le périmètre de sorte qu'il se 

déplace sur ds dans la direction positive. Soit da l'aire du parallelo- 

gramme. Si l'on conduit la normale » au parallélogramme en prenant 

pour direction positive celle d'un observateur qui voit le point mobile 

se déplacer dans le sens des aiguilles d'une montre, on aura 

(Bà: — yoy)ds = cosnx.do, 

| (708 — adz)ds = cosny.de, 

(ady — Bör)ds = cosnz.de. 

Zxaminons maintenant la bande infiniment petite @ décrite de la ligne 

L par le déplacement. en sera la normale et de la différentielle de 

Vaire. On aura donc 

(4) OD = ja cosnx + Beosny + C cosnz)de. 
"0 

3. Soient L, et L, deux courbes Si on déplace L, jusqu'a ce 

qu'elle vienne coïncider avec Z,, méme en direction, L, décrira une 

surface NX. J’appelle cette opération mener une surface par L, et L,. 

En suivant L, dans son mouvement, on peut déternriner pour tout 

point de la surface X des valeurs pour A,B,C. On peut supposer 

que le déplacement total soit résultant de déplacements infiniment petits. 
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Appliquant à chaque déplacement infiniment petit la formule (4), on 

trouvera 

(5) 9 (D, — e(L,] = fa cos nz + B cosmy + C cosnz)dX. 
az 

Article 3. 

1. Il faut maintenant distinguer deux cas qui se présentent dans 

l'étude des fonctions des lignes. Soient L, et L, deux lignes qui ont 

un arc | commun. Si on doit parcourir / en directions contraires en 

supposant qu'il appartienne aux deux lignes, on pourra retrancher / et 

obtenir une courbe L, dont la direction méme sera déterminée. On écrira 

JURE UN Fl. 

Le premier cas se présentera si l'égalité 

(6) eZ] = eZ + ellz,) 
est toujours réalisée. J’appelle dans un tel cas ® une fonction du 1* degré. 

Le deuxième cas se présentera si légalité (6) n'est pas toujours vé- 

* rifiée. Nous allons borner nos recherches aux fonctions du 1° degré. 

, et L, se coupent dans un point M. 

Soient ds,, ds, les éléments linéaires des deux lignes en M. Posons 

Supposons que deux lignes L 

DPI MX. 0, 2 AT Deed m Q5; MT E 

DLL MIX, DAC MINIER DL OAI, 

eos (ds; , 2) — 5 cos (ds, , y) = B, co (dA 

cos (ds, , x) = a,, cos (ds, , y) = f,, cos (ds 2) — Gee 

On donne à tout point de l'arc ds, un déplacement ds,. Nous nous pro- 

posons de chercher quelle est la variation de 9. Si on appelle cette 

variation à,, 9, on aura 

6,9 = (Xa, + VB, + Z y,)ds,ds,. 
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De méme la variation de ® correspondante au déplacement ds, des points 

de l'arc ds, sera donnée par 

0, 0 = (Ka, + Y,8, + Z y, ) ds, ds,. 

Je nomme À le contour du parallélogramme dont les côtés sont ds, et ds,. 

Si ® est du 1* degré, on aura 

2 = 0549 —=40,,0— 9| ÀJ 
d'ou 

(7) o= Xa, + Y,f, + 47 + La + BP Dan: 

Mais on peut écrire 

= nB, — BC, y, = a, C, qnd Eg) Ay TE Lv 

X, = pn B, — C, 7, 040, — 15,4, 2 

Par suite l'égalite (7) pourra s'écrire 

(8) e (4, "m. 4,\ Ar — fin) + (B, MES B, Yr, 2, & 1.2) 

fr (C, TL C, Xn f, Ex af) 

(8) (A, — À,) cosnx + (B, — B,) cosny + (C, — C,) cosnz = o, 

n étant la normale aux lignes L,, L, en M. 

2. Cela posé, prenons trois lignes L,, L,, L. qui se coupent en M, 

dont les tangentes en M sont parallèles aux axes coordonnées. On aura 

9, [L,, M]| = — B,, MI C. py 

0. |LL, , M J| E d s 0$. |[L, , M || E C, 

&L,M|-B, 9, WEM uA 

L'égalité (8 appliquée aux couples de lignes (L,, L.),(L., L,),(L,, L,) 

donne 

Nous posons 

A = À, = p, B = B,—14, C, — C, =r. 
y 
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Soit Z une ligne arbitraire qui passe par M. Supposons réalisées les 

égalités (3) et posons à 

gos 7,2) —as eos (72.79) = Ph cos (172) 

En appliquant l'égalité (8^ aux couples de lignes (L, L,),(L, Lj), (b, L,), 

il est bien clair qu'on trouve 

(B—g9r—(t—5»8—o . 
Cm 4 BS 

Gi) A (Bie) ae, 
d'où 

p= A ka, JBL NON a 

Nous pouvons done remplacer A,B,C par p.q,r dans les équations 

(3) On en déduit le théorème: 

Soit D une fonction du 1" degré des lignes, on peut déterminer pour 

tout point M de l'espace trois quantités p, qw telles que les conditions 

DL, M] = 97 — "f, 

OL, Mi] = ra — pr, 

eL, M] = pf — qa 

soient remplies pour toute ligne qui passe par M. 

3. Par deux lignes Z,, L,, menons une surface Y. On tire-de 

l'égalité (s) 

(B) 6L, — e|[L,]| = f t cos nr + geosny + r cos nz)d Y. 

Si Z, en décroissant indéfiniment tend vers un point, on aura 

lim L, || — O, 

d'ou 

: : 
(B^) OL, || = | Cr cos nz + q COS my + r cosnz)d Y. 

4 

es 
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Dans un tel cas Z, est le contour de la surface Y. Pour déterminer 

la direction positive de » par rapport à Z, imaginons, comme on fait 

en électrodynamique, Z, personnifié par une poupée qui regarde la surface. 

n ira de la droite à la gauche. Supposons de nouveau que la surface 

NY en décroissant tende vers un point M. On aura 

à | L,]| 
— = = peos?"c + qcosmy + r cosnz, lim 

en prenant les valeurs »,g,r qui correspondent au point M. On appellera 
. Ol Ls BA ten - 
lim VE = Ja dérivée de (^ par rapport à Y et on la représentera par 

d M ""- ^r ' 
is Il est évident que le signe dont la dérivée est affectée n'est dé- 
Wao 

terminé que lorsque on connait la direction positive de la normale a la 

surface Y. Prenons la dérivée de 4 par rapport à une surface Y nor- 

male à laxe x en M; on aura 

dq 

ERA 

De méme si NX, et Y, sont des surfaces normales aux axes y et z, on 
al 2 

aura 
dq do 
om s xm jv. DT dX, 

C'est pourquoi on peut désigner .p , q , r. par 

dd do d$ 

dis) d(s, x)" d(x , y)’ 

et on peut les appeler les dérivées de ® par rapport aux plans coordonnés. 

4. A quelles conditions doivent satisfaire les trois dérivées p,q,r? 

Conduisons une surface o limitée par un contour L. On aura 

d|| Z || = f(x COSAT + qcosmy + r cosnz)de. 

o 

Si lon fait diminuer Z jusqu'à devenir un point, o devient une surface 
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fermée. D'ailleurs ||| tend vers zéro. On aura done, si a est une 

surface fermée 

jo COSNT + q cosmy + r cosnz)de = O. 

o 

Soit S le volume limité par o, on aura par une transformation bien 
connue, 

a à 8 
fv cosnx + q cosmy + r cosnz)de = + | (2 4 = = 
[3 

Jas 
/ yu 

S 

et en conséquence 

2 cs An 
ep eq cy) e 

(©) a Fr 

Réciproquement il est bien clair que si l’on suppose l'égalité (C) réalisée 

par p,q,r7, on peut trouver, dans toute portion de l'espace limitée par 

un seul contour où p,q,r n'ont pas de singularités, une fonction de 1* 

degré dont p,g,r sont les dérivées prises par rapport aux plans coor- 

données. 

Par les symboles introduits dans cet article on peut donc écrire 

" 9 do 9 d$ p do er 
(C) Qed (y,2) | 9yd(z,2)  ?d(s,y) - 

Article 4. 

1. Proposons-nous la question de la transformation des dérivées 

d$ do d$ 

d(y,2)  d(z, x) d(z, y) 

par le changement des coordonnées. 

Supposons que, par les équations 

£ — 2(£,7,€) YU == ¥(Es PES a= 2(£,5,€) 

on établisse une correspondance continue et univoque entre deux espaces 

limités ou illimités A chaque ligne Z du premier espace (a, y, 2) 
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correspond une ligne A dans l'autre (£,7, 4). Par suite à une fonction 

M\|L|| de 1i* degré dans l'espace (x,7,2) correspond une fonction 

D[A]| de 1* degré dans l'autre (£,%, 7). Il faut chercher les relations 

qui ont lieu entre 

d® 2 d d d@ 

d(y, 2)’ EIN p— die, y) 

et 
dd dd d® 

dy, Cy’? a(l, 8’ aE, 7) 

A cet effet prenons une surface S limitée par L et la surface corres- 

pondante X dans l'autre espace qui sera limitée par A. Individualisons 

les points de la surface par deux paramètres w, v. On aura 

eL) = [to cos (na) + q eos (my) + r eos (nz)]d S. 

Posons ! 

(oy = By 04 Oz lon om 

d(y , 2) | Ou ’ dv d(z, e) ou’ 8v | d(a , y) | u’ ov 
———— — | ls = —— | + 

d(u, v) oz Oz dw , v) or |’ Ai | oy — 9y | 
du’? dv au’ 91 | ou ? Ov | 

On trouvera 

eL) = | | p Zul zi pee = ne , 26 9| au dy. 
/ | d (w , v) d (ài , v) dla, v)| 

s 

Soit 

ae d(y , 2) d(z, «) .d(a , y) 

rd ac nues en "d, 6) 

d (e ,.3/) 

Meer 
_ „d(y,2) d(z, a) 

Eu a a 
d(z, x) 

d(£, 7) 

a@, y) 

ne "ae an 

L(y , 2) 
p — ps d — Pate, y) 

' Dans ee mémoire nous représenterons toujours le déterminant fonctionel des va- 

d(e, Para u) €») 

dier tn) ; 
riables @,, @,, ..., @n par rapport à v, , 2, , ..., €, par 

© uw Acta mathematica. 12. Imprimé le 28 février 1889, 
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L'équation (B^) peut s'écrire 

D 
is. RO CG aie ae 
L| = Du on du dv. 

Mais on a 

eL] = [4]; 

par suite, si » est normale à X, on aura 

^ 

$ [A] - [to cos (vs) + y eos(vx) + 9 ae (ve) \dx, 

d'ou ; 

AR RETO _ db. _ dé 
OT aL): NOL ST GE) E E 

Voilà done les relations qu’on cherchait: 

dd _. d® d(y,z) d® d(z,w) d® d(z,y) 

d(n, ©) d(y,z2)d(7,0 d (a, &) d (7 ,.C) d(a,y)d(y, 0)" 

(D) d e dé d(y,2) _d® d (z , 2) ' do d (a , y) 

dE,  d(y,z)d(C,8) | d(z,z)d(C,& ' d(e,y)d(C, à 

dq a dad dy , £) dd d(s , €) st dO d(z,w) 

d(£,n) "^ d(g,z)d(E,y) diz, 2)dE,7) ^ d(e,v)d(6, 2 

Article 5. " 

1. On sait qu'en posant 

dd dd d d$ 

P ~ dy, 2)’ 1 GG,» x ~ d(e, y) 

on a | 
op , aq , Or 
b uic 

Il sera done possible de trouver deux fonctions A, # par les conditions 

d (A , a) e CA i) 1 d(A,pu) = 

d(y , z) 2) DE 
| 

d(z, ®) za d(æ , y) 
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A cet effet il suffit d'employer la méthode donnée par Jacopr dans la 

theorie du multiplicateur. On prend p de sorte que 

ou ou „op. 
mI sh E Où 

et puis 

gee ^s; -(pdy — qdx) + Fp), 

(3 
e^ 

F étant une fonction arbitraire. (Voir Jaconi, Vorlesungen über Dynamik, 

Gesammelte Werke, Supplementbaud, page 78). Si on prend des 

variables £,5, fau lieu de x,y, 2, on trouvera 

d(à,u)  d(A.jg)d (y , 2) d (4 , p) d (z , x) d (A , p) d (o 

d(g,C) d( 2) d(», ©) d(z, v) d@, 4) d(æ , y) d(y, ©) 
= 

De même 

de d(A,p) _ dip d(2 , p) 
N — ee) ae eS nie 

d(£, &) d(S,,6) d(£, 7) : dé, 7) 

On en déduit que les relations entre A, et les dérivées de 4 ne 

changent pas par un changement de variables. 

2. Sur une surface e prenons les coordonnées curvilignes w, v. 

Soit ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? le carré de lélément linéaire. On 

aura 

de I dA, p) 
—— == 9 COSNE COS Ny Ncosma = —— -— —__ _—, I D id Y +E VEG — Frd(u, v) 

PEE, : do 
Il est évident que sur une surface où À — const. on a ar cca 

3. Posons 

ou . 9n Ou 
=, ARE ETC 
Oa oy 02 

on aura 

9c ab 9a. 96 — : ab oa ; 

ya b 9: a» — 9e 0 — 
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Soit L le contour d'une surface a, on peut écrire 

eL) = I cosux + q cosmy + r cosnz)de, 
u 
o 

d'ou, par le théorème de STOKES 

(E) ®|L] = [ (ute + bdy + edz) = [ iin. 
L j 

Chapitre II. 

Liaison d’isogeneite. 

Article 1°. 

1. Pour généraliser la théorie ordinaire des fonctions monogenes aux 

espaces à trois dimensions, supposons que nous ayons deux variables ima- 

ginaires qui soient des fonctions de 1° dégré des lignes de l’espace. Nous 

allons établir une condition tout à fait semblable à la condition de mono- 

généité. A cet effet solent 7’ et ® les valeurs des deux fonctions corres- 

pondantes à une ligne L. Déformons un are AB de L et désignons par 

AF et J® les. variations de Æ et de d. Si en diminuant indéfiniment la 

déformation et la distance entre B et le point fixe A, le rapport 

tend vers une limite qui dépend seulement du point À, on dira que les 

deux variables ont une liaison d'isogénéité, ou qu'elles sont isogènes. 

I] est bien clair que si ® et V' ont une liaison d'isogénéité avec 

F,® et V'sont isogenes. : 

2. Il faut chercher maintenant les propriétés qu'on peut déduire 

de la définition qu'on a posée. 

Les relations qu'on va trouver sont tout à fait semblables à celles 

qu'on a dans le eas de deux variables imaginaires liées par la condition 

ordinaire de monogénéité, On trouvera méme une relation différentielle 

E 
Jo 

ae 
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qui est analogue à l'équation différentielle A, = o. Je vais rappeler en 

peu de mots la méthode qu’on peut suivre dans le cas ordinaire, pour 

trouver ces relations, pour en montrer l'analogie avec la marche que 

je suivrai daris le cas des fonctions des lignes. 

Soient f et ¢ deux variables imaginaires fonctions des points d'une 
surface. On supposera fes points de cette surface rapportés à des coor- 

données curvilignes « et v. Decomposons f et e dans leurs parties réelles 

et imaginaires, On aura 

f=f ifs e=p ig, 
Posons 

of, of, 9f, of, 
— =— p pape! RR — = Poy —— = q, 
au Py av I au n av EL 

99, — 4 ^ 99 a 99, _. 
E TD o» A av cre Qu Ar 

En prenant les dérivées de f et de ç dans une direction quelconque s 

on aura 

of PATIO QU 
ZG (P, T ip,) 2s EM (a, T (a) = ’ 

9c = un \ OU ; TON CAO 
a (o, + io.) = + (7, + Wi) 

Si maintenant ¢ est une fonction monogene de f, le rapport 

s ou + 0 
ap af (o, + ths) ar GR SF "sl 

os 9s 3 ou ON 
(Pi SF ns + (q, Le ur 

doit étre indépendant de la direction s. On en déduit 

e, + 10, os FE i7, 

Py 00 ig 

On tire de là par des calculs bien simples 

i ^m Par — Pi 

(2) 
| Ba ees (gi + 430, — (AG + Pad) : 

ha Pid, — Pı% 
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En posant pour abréger 

be 2 
: | Pi +p = Ey, Dh + Pt: = Es, qi d qd» Es 

(3) | 
Ph — Did = D, 

on aura ” 

^ cf ims A Or 
: D, — D , 

(Aj) : 
d Eo, nu DE 

PET D 

De méme on trouve 

à E,,&, = Dio 
Or — D . 

(A:) 
Lu y den CUTE ER EO, 
Lt ee ST) 

Les quantités ©,, 7, satisfont à la condition 

ou, 97, 

9v ou 

c'est pourquoi on aura 

(5) 9 E,,0, ==; — == ? pers Le Eo == © 

ou | D : 9v D ; 

cest a dire 

; 99) 4, 9€, Er 9c, : oY, 

: 9 ou 1:291 CA RE EU ST 
(C) + AC) 

au D av D 

Cette équation est la condition A,g, = o. De même on trouve 

| 52208 y 2 p og 
9 ?* Ou ? 9v i 2 "Ov 2 Ou Ee 

Qu D dv D 4 

c'est. a dire Age, = o. 

Il est bien facile de démontrer que, si e, est une fonction qui satisfait 

à l'équation (C), on peut toujours déterminer une fonction g,, telle que 

€, + ie, soit une fonction monogene de f, + if,. 
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Les coefficients Æ,,, E,,, E,, sont en général des fonctions de w et 

v, mais il est toujours possible, D un changement des coordonnées x, v, 

de rendre ces coefficients constants. En particulier on peut ramener 

ch n l'équation (C) à la forme oe d. 

3. Passons maintenant aux stad analogues pour les deux variables 

imaginaires F et ® qui ont une liaison d’isogeneite. 

A cet effet décomposons F et 4 dans leurs parties réelles et imagi- 

naires. On aura 

: Den NT, og eade qp 
Posons 

dr, dF, dF, 
=. "m — «=== (dis > — ds 

d(y , 2) d(z, a) e (at , y) 

dF, DS LN. e d. D 2 5 
d(y , z) 2 d(z , x) 2 d(x, y) 2 

ad. DO — § db - _ 

d(y,s) ^ zc kn da, fr 

d 0, " d$, : dO, _ 

ay zy I d(s,c) À: Aa. Pr 

Pour réaliser la condition de monogénéité, il faut que le rapport 

dd dr TOR i@,) COS na i (ASE i7,) cos ny + ( _ + dp.) COS nz 

de "de (p, + ip, cosnx + (q, + iq,) cos my + (r, + ir,) cos nz 

soit indépendant de la direction ». C'est pourquoi il faut poser 

re 7 UA. Dy cM 

DL IURI I RR. 
d'ou 

90, — TR Di — Polos 12, of q, 9, = p = Diss 

(1) | Va Ida — 301 — Foo) io dae Fia — GP: siet: 

Di es CE s On E P8; + 20, = 74,0, F 7,0, 
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4. En resolvant ces équations par rapport à @,, 7,, p,, on trouve 

à coUe PRAG CS (pit bud) n co copo es Ops te bero d 
DE = ase = = = — = en 

2 Did, — Pride Top, — Pat 

(2) aye (qi ae gp, = CF Ti Eds ZA AG ar q:)9, AN (Pi + 497 

ha 97, TU" 2 Pod — BP; ; 

= (ri na 7;)0, AE (p 2 T. D4)fi E xs RUE 73) Zi TE (r, qi d: Ta qu) Ps 

d Tay — T1Pa ati — 140, 

Posons pour abréger 

2 2 2 2 3 3 
p o tp—E, Qi + ds = E, y, + 1 = BH, 

(3) AN Zn Il == En: = E, USA a aps — E, =F 

PB ee ep 

QT — ht, D fp p ome P0, — 8,0, =D; 1? 

on aura 

| ED us JUL. RE ED CU 

HD) sb BED: ar ED 

ED, + ED de ED = 9, 

| © 

[ev E, Ey — E», | D,D, = EE, SB 

(4) D; >= EE; AC E, (4") sp S HE Zi PB 

D; NT Ey, Es 27 Es, D,D, VP EB TOR Be, NE 

Substituons les valeurs (3) dans les formules (2), on trouvera 

n= Euan, EX EO, er Te 4 E, à, ; 

2 "y D, 

erit Eo: Ex br a E,,0, FR EZ 

Xa D, D, ! 

I E,,&, Ero. __ Batı = Pap 

Pa D D 
a 1 



Sur une généralisation de la théorie des fonctions d'une variable imaginaire. 257 

En employant les équations (4) on pourra écrire 

1 u = Y ~ es T' 7 "1 —— Y ~ 

aS E,,p, DA Toy EP E, 0, Ep EN Bd E,, à, ; 

? D, ne D, ivi D, 

Bag: E,,y, E90, — E;,p Be, — Pad, (A,) Xa = 38 D. 984 Ic 23°71 B, DA 2 21/ D. 22 : 

"n E,,p, u ih RT E,,0, Er Ep, f [RIA "n B,,®, 

Pa D D D, 
1 2 

al T ~ T! ~ 1 

ae nl En = Ep, = B,,p, = LO € E a, Bits 12 

m D, D, D 

(A ) ameet. Dr == E,,p, e E,,p, = B,,@, B E,,®, = Ber . 

2 nh D, D, D 

- A ix E, p, er E,,9, x EB, ,@, = E 6, = Hos j 

f^ D, D, Ds 

On déduit des égalités (A,) 

a, D, Er ita EP.) 

D; = E, ps => E, 6, 

9, D, == E,,®, E n 

d'ou 

(B) D, à, a Do =F D,p, EO. 

De méme on a 

(B,) D, ®, m Ds + D,p, = o. 

5. On a démontré (voir Chap. I, article 3) que les quantités 6,, 7,52, 

Ó,,7,. p, doivent remplir les conditions 

90, OA 90, 90, 97, 90, 
as ae eve — = O, = =  — O; 

Ou "t oy = 92 9x T OY a oz 
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on aura donc d'apres (A,) 

/ E 201 — E 3/1 9 E,,0, UU TE 32 me] au 

(5) = | -p as D, ar = ( D, ms 
\ 1 

Par les égalités (A) on voit que cette équation peut s’ecrire d'autres 

facons équivalentes. De même les quantités &,,7,.9, doivent satisfaire 

à une équation analogue à l'équation (5). 

L'équation (5) peut s’écrire, par les symboles du premier chapitre, 

do, : d D, \ / d 0, d d$, rel ss E 1 
2 de) 13 d'(z , 2) ) 9 ( 25 diy, 2) "a (a , y) | 

(9) ox | D, 7 T$N D, / 

d, dd, 
i 3 (^36. rats) = 

oz \ D, AR: 

et ®, remplira la méme condition. On peut done énoncer la proposition: 
2 

Si ® et F ont une liaison d'isogénéité, en décomposant ® en ses 

parties réelle et imaginaire, on trouve deux fonctions qui remplissent les 

mêmes conditions. Ces conditions sont les suivantes 

dq ag ag 

(D) ! d(y,2) ur D, aA E) "s D, d (o , y) s 

2 ay | Pde s 'E dq = d4 

(C) ° | =e) er) | ut 9 | "as d(y ,z) en) 

eau Ox D, oy \ D, j 

E dy aa 
2 da.) — 32] 2 4 es Mes oe ) HE 

3 

Réciproquement: 

Si V est une fonction réelle des lignes qui remplit les conditions (D), 

(C) on peut déterminer une fonction réelle P des lignes, telle que ¥ + iP 

et PF soient isogènes. 

nr 
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: 

En effet, en vertu de l'égalité (C) on pourra poser 

b. xd n uid. 

db “12 d (a y) “8 d(z , 2) 

d(y,z) - D, S 
E d A LT 

dP "d(y,z) "1 d(x, y) 

d(z,x) D, i: 

athe Be ie Log 

dP od Cld(s,z) ÉL d(y ,2) 

d(x, y) Te D, 

On tire de là, en vertu de l'équation (D), 

di 3 dP d dq dii dP dq n (d D 

d(y , 2) d (y 2) | d(z, «) ‘de SAN d (x , y) : d(a,y), 

DE ot aden os 7 vids t ous] 

par conséquent le rapport 

COS NZ 
dA d. d A 

FIG sal COS na + te) E cos ny + de) a) 

dp dp AE XT 
DOES COS na + TEE eos "uy + aan) COS nz 

est indépendant de la direction n, À étant égal à V'-F iP. 

Ce QUE D: 

On voit done que la théorie que nous venons d'exposer est liée à 

celle des équations (D) et (C), de méme que la théorie ordinaire se 

rapporte à celle de l'équation A, — o. 
6. Soit maintenant 4, une fonction des lignes du 1i* degré telle 

que la condition (D) soit réalisée. 
Supposons qu'on ne sache pas si elle remplit la condition (C). 

Quelles sont les formules des paragraphes précédents qu'on pourra tou. 

jours conserver? Posons 

dd. ii diy A POG Ae 

d(y,z) ee d(z,«) hy» d(æ,y) Pi: 

Il est bien clair que toutes les formules des $$ 3 et 4 peuvent être conservées. 
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Il faut remarquer seulement qu'on ne saura pas si les quantités &,,7,, p, 

qui se trouvent dans ces formules sont les dérivées d'une fonction des lignes 

prises par rapport aux plans coordonnées. Si, au contraire la condition 

(C) est remplie, alors seulement la condition de l'intégrabilité 

97, 00, 
1 LL LLL O 

9x ar oy V ez 

dw, 

sera remplie aussi, et par suite @,, y,, o, seront les dérivées d'une fonc- 

tion 9, telle que 4, + /9, et F aient une liaison d'isogénéité. Nous 
2 

allons employer cette remarque dans les articles suivants. 

Article 2. 

1. Dans la théorie des fonctions d'une variable imaginaire il y a deux 

paramètres différentiels du premier ordre qui jouent un rôle bien important. 

Si on se rapporte aux notations du $ 2, article 1%, les deux para- 

metres sont les suivants 

Q (avy? . oar _ (a? 
Es. ossa ME 

AY — A leat Le 0 See 
1 >= JDE ? 

z 9? 720 E 2720 ei = 2790 

A V9 3" 3u Ou "E dv 9v Ou) !! 9v Qv 
1 p D? BA 

Les propriétés de ces paramètres sont bien connues. En supposant, comme 

dans le $22, article 1%, que c, + ig, soit une fonction monogene de 

f, + if, on a 

A D E D 191 = Ags. 

Il est aussi bien connu que le probleme suivant du calcul des variations: 

déterminer la fonction %, dont les valeurs sont connues au contour du 

D I = 

champ e, en sorte que J = [ DA, Ydudv soit minimum, 

conduit a l’equation 
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lorsque le probléme peut se résoudre par une fonction finie dont les 

dérivées secondes sont intégrables. 

2. Nous allons examiner deux paramètres différentiels qui dans 

notre théorie jouent le rôle des paramètres différentiels du 1° ordre dans 

la théorie ordinaire. A cet effet supposons que les deux fonctions 

réelles @,, ® remplissent les conditions 

FD a9. ld, 
(6) fe apy onda ye) y eee yy T 

dW, dd. dd, ; S ies jeta 
(6°) . 39.23 5 d D, d(æ ,y) 

Posons 

ad E aA... d 
(y , 2) is d(z, x) hy d (a (v) ^ 

dq um d d, 27 dD, wera 

d(y i) on Oy d(z,x) AZ d(x, 4) fh 

En vertu de ce qu'on vient de dire à la fin de l'article précédent, on pourra 

écrire toutes les formules des §§ 3 et 4 et méme celles qu'on obtient 

de ces formules en posant un suffixe aux lettres @,,7,, 0, . 9, 7,» 0, 

Posons 
T EM. TI 7: » p 

Hoa y^ D, An 

Nous aurons par les formules (A,) 

(E) He en » D. ID, Es, 0, à + D,Eyuxızı + D; £20103} 

ncn D. = D, ID, Ej,0,0; + D, E; yy; + D, Epp; 

On tire de là 

pitié] tm) r[à.z 
Die D, | pr» € D. | ài; 71 

UE | ps fs I|p,4)|] r|À.| 
IR 0 D, | pys Gal) -D, Gn 
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Par suite on trouve 

(E/^) Hc I 7 , , 7 T^ - , = 1 Y = = 

D, Eyu(piyi doi) == D; E, (014-6101) + D, Es; (mo; + i) 2D, D,D, | 

I + , , 3 E , mr ni = 7 1 > 

(DE; (02%: + Poy) + DE, (@ 02+ O12) + D; Es; (2:0: + 193) 2D, D, D, \ 

1 ] ., , , 1 / The eril xs d 
Er E, 010: == Bss(pıZı Ar ZA) Ar Es on LE, ©, ©, — E (0,0; 3r £101) SF Ey pip 

D D 

di Iz = ESA où + ap) SE FE, ©, ©! ES Esp» = Es (0.7 ir Lp ) ai BA 

D: zu iD 

SE N ,0,0, — En (0p; ar 30) xls E, 020: HN Eu. re E, 0. + Q7.) Ar E „0,0. 

En employant les symboles introduits dans le 1i" chapitre on 

écrire 

D: + D: 

mM (dpi — VAC Sa a) Bis (qo; + ACTA = Js) 

1 

m AUN T SI ; À 
m (mo VALOR — pip) + (rgo, — PoP NTO =e P21) 

Di — HOM pi — die) + Qui — GeO) pri — 4:0) ie iz 

MÀ (q1 02 = DValcH ae (42P: = 7,72)42P: y) 

e e Da pis) ©: x pigs) ar (ro, I Pa0N T3 © = paz) 

2 

(pis — HO) pige — GB) + PR — quas psy. — 1:02) = 7 F 

pourra 

H Dy ; 

dd, d d, 5 ( dd, d d, do, d d, | dO, d d, 

"d(e,yd(s,y) — "Me, y)d(s. 2) ' dz,m)d(m,w)) ' "d(G,e)d(;2) 
Di 

==) (KE 
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3. Posons maintenant 4, = 4, et remplacons H par 6,. On 

trouvera 

IS 0 Eaton, m. I is 27 
F On -—, de Ca. PTS = 2 ES a 2 2 

( | : D, A 9 Pi D, Pi d a, D, Ji 

aun Din! » 7 [D, E40; sis D, Exi + D, Epi 

ID, E;,02 + D, Es yi + D,E,,p;| 
ADD, D; D, \ 

M DD, x D, (D, EXP Tr D, E,,p,&, 2 D,E,, 6,7, 

— Eb, D D, IDE, yp, + D,E,,p,0, + D,E,,@,7,! 

re Epi = 2K 30171 ls Es T E91 — 2E,,0,p, ar Ep; d Buzı >= 2E, 70, + OES0, 

Di D; D; 

er bp: — 2E 5027 ar Es 7 Ar Ey@; — 2E,,@,0, ar Eup: Bis Buß — 2E ,.7.0: TOES; 

x D; D; D; 

de (q,0, "uml ni LE (d. AE. CAE iod (7,0, ee PP) + (ry à, — Po) le 

Uu D a D; 

E Qu: — q:9, MSs (i — 2% js Ups AT “se (ds? m 1:21) 

= D; ES = 

Sg a NEN ce CE (ps, duh)" 
Iz Di ty, D; à 

Il est évident, par les dernières formules, que 6,, est une quantité 

positive. 

A l'aide des symboles du premier chapitre on peut écrire 

' dO, js ot dó, dd, do, 5) 

Bice , U) — *? d(y.y)d(z , a) F Pas d(z,: 
Oo, == - D: HEC 

4. Il faut démontrer maintenant que H et 0 ne changent pas par 

un changement de variables. Soient »,5,7 les nouvelles variables. 

Désignons les quantités relatives aux nouvelles variables par les mémes 

lettres qui désignent les quantités analogues qui ont rapport aux va- 1 
riables x,y, 2, en plaçant un trait horizontal au dessus de chaque lettre. 
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Des formules trouvées dans le 1* chapitre, article 4, on déduira par un 

caleul trés simple 

= CAGE) oy 

d TT a | bru =} 

(7) 5 T) __d(@,y,2) (D f 9s 

Do dem E im D, X 

De méme en posant 

Af, ems X31 — Pay, M, = f3 0, — Q5 , M, = O1 — 720, , 

d, = Yapı — Pai A, = 0,6, — &,p,, A, = &,y, — 7.9, 

on trouvera 

ERU is ay) 97 

— 
icis Puer 

a a ne, 

EL) 
Par suite, en vertu des relations (E’) on aura 

H = Lee 9% = En H, 
1 ae pipes zer 1 

2 apt DE DOE 

92a PE ae 4% 
OP n'en icu aem 

E D 3i ox Oy 22 | 
1 D E = 

Di apu D$ eo Dis 
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5. Si ®, et ©; remplissent la condition (C) on peut déterminer 

®,, ®, de manière que 4, +i®,, d; + id;, F aient une liaison d'iso- 

geneite. On a, lorsque ce cas se présente, 

Hay E Hoo; Hoyo; EN a Hy; 

O p, — 6,.. 

Article 3. 

1. On tire des formules (7) 

(8) D,dz + D,dy + D,dz = 16-9: p de + D,dy + D do). d(z,.y.s) 

Cette égalité démontre que si l'équation 

(9) D,dx + D,dy + D,dz = o 

est intégrable, cette propriété se maintient aprés le changement des 

variables. 

Nous nous proposons d'examiner dans cet article le cas général. 

Nous examinerons dans l'article suivant le cas qui se présente si l'équa- 

tion (9) est intégrable. 

2. Supposons réalisées les conditions (6) et (6’) du 1” paragraphe 

de l'article précédent. Posons les équations différentielles 

9c, 9c, 99, — 9c, de, 4 

Bs + Ba mm Ee men. ko, , 

9c 9c 9c 9e, 9g, ^ 

(10) B,, ESSE ERO DG + D,# kh 

9c. 9c, 9c, 9c, ) 9c, E- 

E. 2x + E oy + E,, 5 D, Ea -— : ani = kp, | 

k étant une fonction que nous laisserons indéterminée. Il est bien clair 

(voir form. (4) et (B,)) que la troisième équation est une conséquence 

des deux premières. Bornons-nous à examiner une portion 7 de l'espace 

où, si k, @,,7,,,, sont des fonctions monodromes finies et continues, 
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méme les intégrales £, et c, des équations (10) jouissent de ces propri- 

étés. On déduit des formules (10), par les formules (A,), (4), (4") 

Os 22 ar dq) OP oie 
ET y + Kaas vta ae NECS EM 

j 9. ofa SLM NT Gio I m 
(10 ) JU ox ES 9) s Am Oz D, ox is D} oz cre yas 

am = ep: 261 Pru 
(319g T Asa 07 7s E, 2 ou d a AL ko. 

3. Si on remplace les variables x,y,z par #,4,2 et que l'on 

suppose 

on trouve que les fonctions e, et ce, sont liées aux quantités ©, , y, . p,, 
®, 5; {35 Po, par des équations analogues aux équations (10), (10^). 

4. A quelles conditions doivent satisfaire ¢, et ç,?  Posons 

" CN RP m 99 2€ 9g 9e, 9g, 
1 (e, , Pa) "ER 2c LUE ar + E. + He, im JF Dis a) 

2m ip Mie 8 p SA p % 
Sr oy (Ex ox + E,, oy xls Bs 22 se D, ox D, 02 ) 

SE ip ee ir en, NE SUN 
a5 oz = | E,, ov ale 252 dy a E, 2c X D, oy D, ox | | 

Eliminant @,,7,,, entre les équations (10) on trouve 

(G) P(g, » 3) = o. 

Réciproquement, si la condition (G) est vérifiée, les quantités ©, , y, , p, 

remplissent les conditions du 1° paragraphe de l'article précédent. 

5. Supposons maintenant que les équations (10), (10^) soient vé- 

rifiées par les fonctions cj, c; en remplaçant à droite &,,7,,9,,@,,7,,0, 

par 0), 71,1, O5. y;,.p;. En employant les formules (E^ on trouve 

par un caleul trés simple 
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(a = 
lm Er 9c, 20095: 2 99 (Os NI IP TRS AONO. 
ke oy a Y $i ps) a E Pi oy Ge oz pi) 

99. ~ 9% \ dc: \ 

= (Bo, + € pee SP) + (St à +
, 49-22. 

Evaluons {kHdS en supposant que le champ S de l'intégration soit PP q l g 
S 

compris dans la région 7. Nous aurons 

fuas = i ie Foi + y + E ) + Gear +, en mets ZEE 
J 

Ba, +6, 4% Re REC eee = (ato, dogpile ta Oa + (à + sey, + coi) s 

Appliquons aux derniéres intégrales le procédé de l'intégration par parties 

Supposant que S soit limité par la surface a et que » soit la normale 

à c dirigée au dehors de 5, on aura 

i d 
SrHas = | Ie ©; COS NE + y; cosny + p; cosnz) + € = de 
Ss t 

EL EE « 

TAS E ,d0 — [ leo. cos mx + y,cosmy + o, cos nz) + fi; da 

— [o ys 
s 
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Cette formule peut s'écrire 

\ js Eis EE ly Es ), — Esp, 
(I) il kKHdS = | 2 (ee cos quur + = ee cos ny 

Bayi == By RES d d, | 
u p cos nz | + 9, ds js! 

PO Pa an, 
| el D jos D ü 1 2 

5 

4 ; ee = we) lS 

2 3 x 

: Bip, — E, E,,ö, — E,,0 
= D EL COS UE Hel 2 cos Ny 
lets PRU wm À 

RTE E,,6, \ 0 1 dre Se; cos nz ) + DA do 

NS fe: |? Gar Dood ) + E (Fe Ey fan) i 

S ; | ox D, / oy D, 

La formule qu'on vient de trouver est tout à fait analogue à la formule de 

Green. | 

Prenons 9, = 4;. On trouvera H = 6 et 

(KX) [eds = | fa COS NE + y, COS ny + p, cosnz) + €, p do 
S t 

0 

: da à DENS 
SN ree ee 2} J 
| gl On "E oy zip az ds. 

Ss 

6. Cherchons ce que deviennent les formules qu'on vient de trouver, 

lorsque les fonctions ®, et (0; remplissent la condition (C). On aura 

lorsque ce cas se présente 
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ELA Map: _ 44, 
| Tan at) Tg an a Am, 9) 

H : - : ad, DEC: , _ dd, 
| RTT d(y ,2)' fig d(z , a)? PET Ge: y)” 

5 " 
do, 27, 90, / 90, 27: 9p. ’ 2 t3 it —. = — — = 

' 2 9% a oy ion) jo (2) oy Le à 

| Par suite 
[ 

: fa D de dd. » ‚do, ‚d®, 
(D) | s -j (He + gi, Jde = | ( dej ( al 

| 2 e ES "ie CD, dd, (K^) fi ds =) (e + 9,2 Jua. 

Nous allons donner tout de suite une application de la derniére formule 

| en démontrant le théorème suivant: 
N 

4 Supposons que P= D, + i, et F soient isogenes et que soit 

| sans singularités en S. Si on connaît les valeurs de ®, + id, pour les 

A lignes de la surface o, cette fonction est déterminée pour toutes les lignes 

: du champ S. 

- 
I En effet soient ® et 4" deux fonctions qui remplissent les conditions 

5 posées pour ®. Posons 

qd i q" um D" >; wy” + id m 

1 On aura “à 

doy — d dd, Kar, 

duca t "nac 

| C'est pourquoi (form. (K’)) 

i ji k0,,.dS = o. 

toujours positif. 

k est arbitraire, par suite, on peut supposer qu'il soit positif, 6 est 
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I] faut done qu'on ait 

Jud 
d'ou 

(DEM 

Q. Tq 

7. Supposons que 4, vérifie l'égalité (C), on aura l'équation (12) 

et par suite en éliminant @,,y,,p, entre les équations (10’) on trouve 

que les fonctions ¢,, ¢, doivent vérifier les équations différentielles 

(G) lg: $2) = o (8) ent) 

Réciproquement si ¢,, c, remplissent les conditions (G), (G^) les quantités 

® 5 Y,» Pis O,, Xz» p, Obtenues par les équations (10), (10^) satisfont aux 

équations 
90 do, OR 9 9p, 9 
E zb 

Cela posé nous allons démontrer que les équations (G), (G^) dépendent 

d'un probléme du calcul des variations. 
On obtiendra aisément par ce qui précède l'expression de H et de 

4 par les fonctions ¢,,¢.,¢,,¢3. Nous désignons ces expressions par 

H(¢,, 9», ei, 3), O(¢1, gs). Laissons les fonctions ¢, , ¢,, ¢1, 9» tout 

à fait arbitraires. On pourra écrire 

(e, + 4, €, + 4.) = 9(0 9) + 2H 63, di, Pa) + Apis 9) 

et par suite 
M ee 

N k6(e, d: 9.5 9; se d,)dS 

I Sr x i aj I j . N 

—f kO(e, ) g,)dS EU kH(g, » Pa) 9, ? d,)dS d = | ke(g, , fy) dS. 

Supposons maintenant ¢, — 0,4, =o sur la surface s qui forme 

la limite de S. Par le procédé de l'intégration par parties, on peut 

écrire 

(13) fkH(¢ por AU LAS TRE (ei, 9;) + ¢, l'(g,, — ¢,)|dS 

8 
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d'ou 

Ske, + 1. e, + 4,)48 
8 

Nie (14) 

fra(e,, ¢,)dS + = fray, $48 — [lé l'(e, e.) + 4, T (e, , — e,)48. 
7 

8 sS 
D | = 

Soit k une quantité toujours affectée du méme signe. Proposons-nous le 

probléme: 

Etant données les valeurs de ¢, et ¢, sur la surface o, déterminer ces 
fonctions de sorte que l'intégrale 

I3. FR: 
I == frog, , ¢,)dS 

Ss 

soit maximum ou minimum. 

Pour résoudre cette question, employons la formule (14). Il faudra 

prendre 

Mg,» €x) =, AI 6) = 9 9 

et J sera maximum si A est négatif, minimum, si k est positif. 

8. Si les fonctions c, et c, sont assujetties aux équations (G), (G^ 

et qu'on en donne les valeurs sur a, est-ce que les fonctions 4,, 4, 

seront déterminées? Il est bien aisé de démontrer qu'elles seront de- 

terminées pour toutes les lignes fermées qui peuvent se réduire à un 

point par déformation continue, sans sortir de la région S. Mais si le 

champ S n'est pas simplement connexe, il y a aussi des groupes de 

lignes fermées qui ne peuvent pas se réduire à un point sans sortir de 

la région S. Les valeurs des fonctions ®, et 4, pour les lignes de ces 

groupes renferment une constante arbitraire. Pour démontrer cette pro- 

position il suffit de prouver que. les conditions données suffisent pour 

déterminer ©, ,%,: 1» 0,. 7,. p, . En effet supposons que les conditions 

énoncées soient remplies par les fonctions c; et c;, de même que par 
"11 ’ m les fonctions e; et @&. En posant ej— ej = 91, €; — v5 =g”, on 

aura l'(e;',e;')—0, l(g2',— €i ) —0 et sur la surface e, £j — ¢," —0. 

En employant la formule (13) ou l'on doit supposer 

£1— 46, fi $2 = Ya = £5 
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on trouve donc 

[ksas — 

et par suite 

QE: CD: 

Article 4. 

1. Examinons maintenant le cas qui se présente lorsque l'équation 

(9) est intégrable. On pourra poser 

D,dx + D,dy + D,dz —À 

Il est aisé de démontrer que dans ce cas on peut satisfaire aux équa- 

tions (10) en prenant e, — o, f — À. En effet ces équations deviennent 

Ra ra AC, Gy) - j d(p, d(p., Ys) is 

(15) d(y,z) . En d@,«) A dx, y) E 

Mais on a 

D, à, tr JS al D,p, =.9,7 

c’est à dire 

Ou à Ou 

3 Det + Lo, = 

on peut donc (voir chapitre I, article 5) satisfaire aux équations (15). 

On voit aisément que # et c, ne changent pas en changeant les variables 

‚4,2. De méme on peut prendre e; = o et l'on peut écrire 

due pin >, CIC Ga) 2. ds ei) 
(15) d(y,z) (y , 2) DR d(z,2) A d(r,v) Pa: 

' C'est dans ce cas seulement quon pourra rendre constants les coefficients 

PURE QUI 5 , D,, D, par un changement des variables. (Voir § I, article 3.) 
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2. Qu'est-ce que deviennent les équations (11), (D, (K) de l'article 

précédent? On trouve 

1] d¢, = 1 E: e ot —— 1 Pg ay n 2 

us) UE iles 9? re PEAR O, TE às 5|. 

(L) 0 fanas 
= Ss 

= fr. COSNT + y: COS NY + p; cos nz) da— | ¢ (m us % ed as 

Ss 

= feo. cos «m + y, cog NY + p, cos nz) de — | e (Ss sB 2s SE 3^: 8. 

(M) ‘prods 

/9d oy 90 
PIX à, cos ur + y, cos ny + p, cos nz) do — J fir ie = + ea) ads 

5 

1 

Si la condition (C) est réalisée, lorsque nous remplacons #° par 4, et ®, 

on a 

id b "^ ,d® (1) Projets = j e tds | eod 
S t 

, ^ dió, 
(M’) [10448 =| £173; 15 

3. Dans le cas qui se présente si @, remplit la condition (C), il 

y a aussi d'autres formules que nous allons trouver. 

En effet si l'on a 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 1 avril 1889. — — 35 
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on peut satisfaire aux équations (10), (10’) en prenant e, — o , k — 2. 

On a 

er 99, 9e, MISI d(g, » 12) A. E + E 237 + E,, I — le diy, 9 Gm 

9g, m A — d(g,,p) © 
E, ox TE ? Oy an E,, = My d(z, x) en 

DORE ip e MNT 31 5% 32 5y 33 52 Y d(x, y) = Dos 

par suite 

L 99 m 9c, D 9c , - Hoo ie ier) 

T ~ 1 99: On, 5 (e (1 + 2y 265 zr 32 Pin, } 

d’ou 

Ps TM. ifia (p, 

(L") [Haas = | Gedo. 

M^ DO DAT (M7) i 18,dS = | 9, 7, da. 

Voila une application de la derniere formule. 

Si la fonction W, sans singularites dans le champ T, remplit les con- 

ditions 
dq dv dT 

! d (y Suet d( za 5d(e,y) — 2 

| . dv R dV | | ar m d | | 

on igi) 33 d(z, +) Au gl e LE 1 d(e, y) | 
, | 

94 D, | * ay D, | 

qr 14 

9 | Y: = ) Es ical A(z, a 

+ 92 D, | " P 

et que l’on connaisse les valeurs de W pour les lignes de o, la fonction ¥ 
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est déterminée pour toute ligne du. champ S (compris dans T) en supposant 

que À soit toujours affecté du même signe en S. 

En effet si V" et # réalisent ces conditions, posons 4; — 4" = 4. 

On pourra appliquer la formule (M"). Mais sur la surface & on a 

dO, _ 

de 

par suite on aura 

f 4648 = o, 
8 

d'ou 

go DO, Du: 

Co). aD 

On tire de la: 

Si D— 0, + ib, et F ont une liaison d'isogénéité il suffit de con- 

naître les valeurs de ®, ou de ®, sur la surface limite de S, pour que ® 

soit déterminé en S. 

4. On déduit aisément la formule : 

(N) 60,40, = 6,, + 2 Ha, + 0»;; 

par suite on à 

5 [465,448 => [180,48 + y AH, dS + 7 i) 265,45 
S Ss 

= ; | 280,48 + ; MadS + fen, cosnx + y, cosny + p, cos nz)da 

(e 97. op: à 

—J#6 da Oy aL | Es 

Si on prend sur la surface 6, gj — 0, on a sur o, 0, + 9, = 4, et 

la formule précédente devient 

= ; 90, 9p, - 
2 (28 6,40,48 — 1 f A64,48 +3 [28,08 — | ¢ ecu 2 Beas, 
SEE = Sv ES c 

S 
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On en déduit: 

Pour que if 20,48 soit maximum ou minimum lorsque les valeurs de 
5 

D, sont données pour les lignes de la surface o, il faut que 

| A d 0, = a do, 

= DON o1. o OU. NO, 12 (a, y) la) 

(17) 9x 2 oy ci 92 & | D); | 

UD) s thOD) Gh, CD) 

al "25 d (y 28) Pa d(æ., | 2 (2, dE a2) mU d(y, al Baye 

an ay | D, | = ez | D, | 

P, étant une fonction qui réalise la condition (6). 

Réciproquement supposons vérifiée les conditions (6), (17), et que ®, 

soit une fonction qui n'a pas de singularités dans le champ 7. 

En appliquant la formule (N) on aura j 

N eS OY à 19, © [280,408 Fe 5 [24,48 ir ; f Ab AS ES | £i WE age 2% CES SS € 

6 

Pour que l'on ait sur la surface o 

: qd, AF D; = D, 

il faut et il suffit que 
d, 
— = Q0 

da 
. 

On aura donc lorsque cette condition est réalisée 

fran as. 
5 

MS Our - [0400S = = [600 48 + 
S S 

On en déduit: 

Il suffit que la condition (17) soit remplie et que ®, wait pas de sin- 

gularités dans le champ T, pour que l'intégrale 

fre, ds 
s 

soit wn maximum ow un minimum entre toutes les intégrales f 28,48, yr 
s 

étant une fonction qui vérifie la condition (6) et qui est égale à ®, sur c. 

On aura un maximum si.À est négatif et un minimum si À est positif. 
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5. Supposons que ®, + id et F aient une liaison d'isogénéité 

c'est à dire que 

a. pi UE — ER A DT net N EE 

&;-— 04, Yi Y»  £i7 3)  — 09 — Xj, — Ya — Xo — Pi — Pr 

D'après les équations (10’) de l'article précédent on aura 

UE Ss qu Bs 99. | pws 
D} oz D, oy va B 2r + IT oy Tr 17% 

9e; 9c, p p 20 DR qol uc, ep (18) Fe 22 5y 2394 ? 

| D fp, LE EP. ES. 

(18°) D, b — D, = ERES E, 25 + x, 35, 

| D, i =D, E RA AT = D EQ D ee 

Les fonctions c, et cg; doivent satisfaire à l'équation différentielle 

à [I og oy dy 

LE "i E, de Sed = 

6. Soit F = F, +iF,; les quantités 

Je uin Amtes D) idl 
P FO TORUM Ti WHER ji ~ dle, y)’ 

ile aR, pA. DAE 
Ps d(y,ay BTE, 2)? ^2 — dis, y) 

jouissent des propriétés suivantes 

ep à or a à Ye cus 
EURE MUS | eu PM d ae 
dx ey ez ? Rn dy oz : 

Dp, + D,q, + D,r, = 0, | Dip, + D,9, Lie D,r, = o. 
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On peut donc déterminer deux fonctions f,, f, telles que 

NE RE ATE PR d(p, ee ; 

di.) 20 uM E Po qo E 
d Uus Cg d(p,fi) _ d(p,f) _ 

d(y , 2) 2 d(z , «) 2? eo.) = 

par suite 

ee ds 
d(z , 3 , 2) 2 

Les l(fs, fa») u d d(f. ; fas 2) OL 2A d(f. , fs, p) u 

D E d(x, y ,z) eu’ Di d(æ,y, 2) dy’ d ae d(x, y,2) % 

En changeant les variables 7, y,z2 et en prenant xy =f,,y=f,,2=p, 

on trouve 

Ej rcd» E, xfi» E,, gei E, = 9) E,, ios ps 

paco oa op e x 
Les équations (18), (18’) deviendront 

ap — Opi 2p, ___ dp 
fe fs, 8f efc 

d'ou 

(20) f£» + ig, = Gh + th, p). 
Employons la formule (E) du 1 chapitre. 

On aura 

F, ||L] — Ne cos nx + q, cosny + r, cosnz)do = — ffdp, 
© L 

F,\[£] CE cos NE + g, cosny + r, cosnz)de = — ffidp, 
L 

®, |[L] ie, COS nx + y, cosny + p, cosnz)do = — f'exdp, 
6 L 

®, [Lj =|, COS nx + y, cosny + p, cos nz)do = — f'eidp, 
2 L 

L étant le contour de c. On en déduit 

FL] = — 1G + if{)dp, eL) = — [ Gdp. 
L L 
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> Réciproquement si FL] et d|[L]| sont données par les formules (21) 

l'égalité (20) étant satisfaite, elles ont une liaison d'isogénéité. 

7. Proposons-nous la question: quelles conditions doivent être remplies 

powr qu'on puisse poser dans les équations (10) de l'article précédent e, = o 

en prenant g, arbitrairement? 

On peut démontrer aisément, par des considérations bien simples, 

que la condition de l'intégrabilité de l'équation (9) est nécessaire. En 

effet, soit 

oy 9c 2c eco E ee 2 OT "Pa Saar ST °P $4 — 
$5; Te D, oy ^ ko, D, o D, a ky, D, ay. D, EE eI kp, 

e . 

on aura 

et par suite 

8g, "9 D, 3 Di 8e, ° D, ° D, og, 2 D, e "m e 

dx © k ok jose E k — x x ba Es Sai pt: 

d'ou 

nes a n NEL LA RC Sn S 
oy k us m. 2k ex I ? oa k oy k ; 

CG ED 

Article 5. 

1. Nous allons maintenant examiner les opérations de dérivation 

et d'intégration sur les fonctions des lignes qui ont une liaison d'iso- 

généité. C'est par là qu'on va voir comment ces recherches se rattachent 

à celles de M. Poincaré. A cet effet il faut introduire des fonctions des 

points. de l'espace liées aux fonctions des lignes. Remarquons que la 

définition des fonctions des variables imaginaires peut se donner de la 

facon suivante: soient e et ¢ deux variables imaginaires fonctions des 

points d'un plan; l’une sera fonction de l’autre, si 
* 

oh | 9o 6 C Luo PR 
de dy dy 9(— x) 
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Généralisons cette definition pour l'espace. 

et f une fonction des points de l'espace. 

liaison d'isogénéité si 

Soit F une fonction des lignes 

On dira que F et f ont une 

dp x. Fr GANT Me 
(22) diy, : dis, zj oy at d(x, y) ez à 

On désignera toujours par des lettres majuscules les fonctions des lienes 5 J J 5 

et par des lettres minuscules les fonctions des points. 

2. Cela posé, il est bien aisé de démontrer les propositions suivantes: 

1°) Si entre f et F, et entre F et ® il y a une liaison d'isogénéité, 

f et ® ont aussi une liaison d'isogénéité. 

2°) Si l'on a des fonctions f, (ü — 1, 

d'isogénéité avec F, il faut que 

dfs fes f) 
d(r,gy,z) E 

Lorsque on aura des fonctions f, qui remplissent les conditions ( 

on dira qu'elles ont une liaison d'isogénéité 

3. 

2,..., 1) qui ont une liaison 

(@,r,s=1,2, ... , 2) 

2 
2 ) 

entre elles. 

Supposons que les fonctions ®, (i — 1, 2,..., ”) soient isogenes 

et que f ait une liaison d'isogénéité avec 4,, on aura 

d 0; of d 0; of 

2E d (z dy HG, Da) O. 

On pourra done (voir chap. I, art. 5) déterminer des fonctions ¢,, telles 

que 

ad; AE d(f , Qi) d d; LT d(f , i) do, _ d(f.g) 
(24) d(y,z) d(y,2)’ d(z,#) die 

, 
v) d(x, y) 7 d(&, y) 

et il y aura une liaison d'isogénéité entre g, et ®.. 

., x) des fonctions ayant une 

d (egi , gs) 
d(x ‚Yy) = Piss» 

Réciproquement soient v, ( =T,2,.. 

liaison d'isogénéité. Posons 

U) 3 d (gi , gs) PNIS ae I à PARTI, NN 
d (y, 2) i,s d(z v) Ds 

on aura * 

3 di, s se is + epi, s 

x oy ez 
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Par suite on pourra déterminer des: fonctions @,, telles qu'elles satis- 

fassent aux conditions 

d 0, , a d 0, , dd, ; 

— = ». — — ^ $t ; 

dg,s 0” AG, * d(e,y) Pr 
ua 

Il est bien clair que les fonctions ®,, ont entre elles et avec c, une 

liaison d'isogénéité. 

4. Lorsque on a les égalités (24) on appellera la fonction 4, conjuguée 

à f et g,, et réciproquement les fonctions f et cg, conjuguées à 4.. 

Si L est une ligne dans un champ où f et c, sont des fonctions 

monodromes, on aura 

O\L)| = f e.dr. 
L 

Supposons fixée la direction positive de la normale » à une surface o; 

on aura 

d d, 8 ~ 
2* — (A, COSNT + y,, cosny + D, COSNZ. 

da 

Prenons sur & des coordonnées curvilignes, telles que les directions w, v, 

soient disposées comme les directions r,5,2. Si le carré de l'élément 

linéaire est ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv’, on aura 

9e; 89g, 

dd, n I on : ov 

(25) ie TORSTEN S 
ao VEG — EL cs 9g, 

Ou m 

5. Cela posé on peut examiner les opérations de dérivation et d'inté- 

gration. Supposons que ® et F soient isogènes. Posons 

D ee dŒ _ mo. 
49.9: 1,469: oo d@iy,”? 
ddr dibs hen) do … -: 

d(y,2) z^ d(s,c) . x d(x, y) £5 

on aura 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 3 avril 1889 36 
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: A "E , : 
a étant une surface arbitraire. Nous désignerons le rapport qu'on vient 

- ; > - d 
de trouver et qui ne dépend pas de la direction de par le symbole = 

et nous lappellerons /a dérivée de © par rapport à F. Cette dérivée est 

une fonction des points de l'espace. On peut démontrer que la dérivée 

de ® par rapport à F et les fonctions F et ® ont une liaison d'isogénéité. 

En effet posons 

do 

a Ps 

on aura 

2 a E 2 2 à 2 a An co ca cp co c cr c £o cy 

D = pl, qi, ST ps; ox ox dr dy dy oy oz 0% oz 

par suite 

à 3 > 25 à 2n 25 3 
co eo co cw cy ep cp eq cr 

I — q E = -)— el A a.] = ©. 
P a dy ur oz Nm is oy a =) 7 Nor st oy ur oz 

x ^ 

6. Supposons que f et F aient une liaison d'isogénéité. Soit c 

une surface. Lorsque on a établi la direction de la normale 2, le signe 
dr ? SE nr 

de j; est déterminé. La quantité 
ac 

est done tout à fait définie. Nous la désignerons par le symbole 

ii far. 

Si on change la direction positive de la normale, le signe dont est affectée 

l'intégrale change aussi. 5i la surface n'est pas fermée nous conserverons 

entre la direction de la normale et les directions des contours la relation 

établie au 1* chapitre. Dans ce cas, par conséquent, la direction des 

contours donne le signe de l'intégrale. 

Si, au contraire, o est une surface fermée formant la limite d'un 

champ S dans lequel ni f ni 7 n'ont de singularités, nous aurons 
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Jar = Jars i nz + tea CORY ny + lea cos n2 de 

(s dE CIN 9 dF 

fi Em d(y , 2) 2) ey oy d(z , x) u dz d (a — 

s 

of dr of dF of dr ^d 

dat moe men © 
On a done le théoréme exprimé par la formule 

(26) far ES 

Si le champ S n'est pas limité par une seule surface, mais par les sur- 

faces a, (i — 1,...,-), on aura 

(26^) x [rar — E 

Le théorème exprimé par les formules (26), (26") est une généralisation du 

théorème de Cauchy. 

7. Supposons que les fonctions e, (i—1,2,...,n) aient une 

liaison d'isogénéité, On pourra écrire 

à doi eg, 

. : dur ow ’ du 
(22) E | e,4®,, = | e. : do — e. dudv, 

v * 9c; 9g, 

u,v étant des coordonnées curvilignes dont les directions par rapport à 

celle de la normale # sont disposées comme on a ge au 4, En 

posant 

"P Qu = d AP dy = d 5, ̂ ^ = eg a, d" = dg,, 

eg: X 9s a, dv —+"06;; 3 dv = de,, 

on aura 
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Si o est une surface fermée qui renferme un champ S où il n'y a pas 

de singularités des fonctions g,, on aura 

de, , de, 
(28) e, = OF 

0C, , 0%, 

Voilà une nouvelle expression du théorème de Cauchy généralisé. 

8. Retranchons par des surfaces fermées les parties du champ où 

les fonctions f et F ont des singularités. Par des sections linéaires on 

restitue au champ la connection superficielle simple. Cela posé; il est 

clair que toute surface fermée sera la limite d'un champ où f et F 

n'ont pas de singularités. Soient L, et L, deux lignes fermées dont la 

direction est connue. Appelons — L, une ligne qui coincide avec L, 

mais qui est prise dans la direction contraire de L,. Supposons que, 

dans l'espace sectionné, on puisse mener une surface par — L, et L,. 

(Voir chap. I, art. 2, $ 3.) 

Prenons la direction de la normale # à e par rapport aux directions 

des lignes — L, et L, de la manière qu'on l'a établi (voir chap. I, art. 

3, $ 3). L'intégrale 

(29) J far 

sera déterminée. Il est aisé de démontrer que la valeur de l'intégrale 

(29) ne dépend pas de la surface o, mais dépend seulement des lignes L, 

et L,. En effet si l'on mène par — ZL, et L une surface e, qui ne 

coïncide pas avec s, les surfaces o et o, formeront une ou plusieurs 

surfaces fermées. Par suite 

IN aa s EARS CAVIS. , 7 , N . „ DEN 
d'où résulte la propriété énoncée. C’est pourquoi l'intégrale (29) peut 

être désignée par 

. As 

(30) J far. 
Ly 

- aa d 
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En changeant la direction de la normale n on change aussi le signe de 

l'intégrale. Par suite 
zi Lo 
[fdF = — [faF. 
te 7 

Supposons qu'on rend la courbe L, fixe, en laissant. L, variable; l'inté- 

grale (30) deviendra une fonction de la ligne L,. On pourra donc écrire 

Li 

f far = e|, ||. 
Ly 

Q et F ont une liaison d'isogénéité et on aura 

d 
EU. 

Cela démontre que /a dérivation et de l'intégration, telles qu'on vient de 

les définir, sont. deux opérations inverses. 

De méme si les fonctions g, ont une liaison d'isogénéité, on aura 

de, , de, | 
€i ; | = g'I[Z, || 

N NJ | 

t 0%, ? 0€, | 
0 

et UL] aura une liaison d'isogénéité avec les fonctions g.. 

Soient f et ¢ deux fonctions conjuguées à la fonction F, on pourra 

écrire 
Ly 

FI.) — FL] = | 
Ly 

df, dé 
Ne N 
Of , 0c 

Nous avons achevé le mémoire en montrant dans le dernier article 

que, lorsqu'on a un système de fonctions de lignes qui ont une liaison 

d'isogénéité, on obtient par le procédé de la dérivation des fonctions de 

points f, (i = 1,2,...,4) qui sont liées par les relations 

dU otl. 

d(e,y;2) 
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C'est .pour cela que les variables f;, f,, /, doivent êtres liées par des 

relations 

(P) €i, E , ie , f.) e (Or 

iéciproquement si on a des variables liées par des relations (P), il est 

bien aisé de voir qu'il y a entre elles une liaison d'isogénéité. Voila 

le point par où ces recherches se rattachent à celles de M. Poincaré. 

Le théoréme que nous avons énoncé au $ 7, de l'article 5 est équivalent au 

théoréme donné par M. Poincaré dans le mémoire sur les résidus des 

intégrales doubles. 
On voit méme aisément comment les fonctions des lignes peuvent 

se rattacher à une généralisation des intégrales abéliennes. Mais je crois 

qu'avant d'aborder une telle question il est utile, pour n'être pas obligé 

de traiter des cas particuliers, d'étendre aux hyperespaces les considéra- 

tions que je viens d'exposer. Ce n'est pas là une généralisation où il 

n'y aurait qu'un pas à faire pour atteindre le but. On trouve au con- 

traire quelques difficultés. En premier lieu, dans un espace à » di- 

mensions on doit considérer des fonctions des espaces à 1,2,...,9 —I 

dimensions. En second lieu, tandis que les systèmes d'équations (9) (chap. 

I, art. 5) peuvent toujours s'intégrer, les systèmes analogues qu'on trouve 

lorsqu'on étend la question aux hyperespaces n'ont pas toujours des inté- 

grales communes. Pour traiter la question dans le cas général, il faut 

recourir à la théorie des intégrales communes aux systèmes d'équations 

différentielles aux dérivées partielles. Il faut que certaines conditions 

soient remplies, afin que les fonctions du 1* degré des hyperespaces puis- 

sent s'obtenir par l'intégration des fonctions des points, tandis que pour 

les fonctions des lignes dans l'espace les formules du $ 8 sont toujours 

vérifiées. On voit done que, dans le cas des hyperespaces, on doit trouver 

des catégories de fonctions qui ne se présentent pas dans le cas des espaces 

ordinaires. 
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SUR LES RÉSIDUS INTÉGRAUX 

QUI DONNENT 

DES VALEURS APPROCHÉES DES INTÉGRALES 

PAR 

P. TCHEBYCHEFF 

à Sit PRTERSBOURG. 

(Traduit du russe! par I. Lyon.) 

$ 1. Dans un mémoire sur la représentation des valeurs limites des 

intégrales par des résidus intégraux, communiqué à l'académie des sciences 

le 8 octobre 1885,? nous avons montré comment, d'après les valeurs 

données de 2m intégrales 

b b b 

f f(x)dz ; [af(a) dx one fà f(x)dx, (a et b réels, et a « b) 
a 

on peut trouver les limites les plus étroites de la valeur de l'intégrale 

[re)de 

si la fonction inconnue f(x) reste positive pour toutes les valeurs réelles 

* 066 uHTerpaJbHHXb BHYeTAXS, JOCTABIAIONUXS IpHÓJM;KeHHLUD BEIMYMHRI 
uHTerpadoBs. Bamucku liwmep. Araxemin Hayre. Tom 55, gumka 1. ITpirro- 

xeuie, À 2. C.-[lerepoyprs. 1887. 

* Traduetion française, ce journal t. 9. p. 35. 

Acta mathematica, 12. Imprimé le 3 avril 1889. 
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de x entre z — a et « — b, et si la valeur de v est comprise entre a 

et b. Ces limites, comme nous avons vu, sont données par les formules 

suivantes: 
po 

| ronde < t F(z), 
—w 

(1) v To 

J f(z)dv > £ F(z), 

ou w est une quantité positive infiniment petite, et F(z) une fonction 

rationnelle qui s'obtient facilement en développant l'expression 

b b b 

J foy da | af (a) de Ser fla) de 

. ji dee sce cdd Xs er um 
a a 

en fraction continue 

I 

po ES az — ——— n Pi Gp 

x I 

Ome AD Bm sell. 

En effet, en posant : 

Pm—1(#) ats I = I 

m—1 (2) 0,2 ai P, La a, 2 38 — 

I 

si Gm —14 Sr BE ? 

GENE ae 
Ent) a2 +B — 

ar + By — . 
-— 

=; 252. 

(mz + Bm 

elle est donnée par les formules 

I 

Am? + Tes 3rx 

» 
^ 

—— 
I 

Z 

; nc an Ee) 
| Ze v) + d»(v) 
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où 7 désigne la plus grande des deux quantités 

I Im-ıla) _ Pm—1(V) 

ale $m (v) rcu 

1 (ay |: 
b — vi d»(b) Pm(v) _ 

En substituant à la fraction continue 

I — I 
0 + Bt = B, — 

I 
F3 € mz + B "m z 

la fraction ordinaire qui lui est égale 

€m(2) .Z-- Pm1(2) 

Um(z) .Z — Um—1(#) 

et en posant 

(3) 
| Di(z) = (2)

 Z — f» (2), 

| Q,(2) = oz). Z — duae) 

on aura 

dz) 
F(2) = 9 

En portant cette valeur de la fonction F(z) dans les formules (1), 

nous trouvons 
” "e Oc 

fr (x)dx < >» e 
a a—w 

ou bien 

^ [/ dz) fry < EE + +235) 

icta mathematica. 19. Imprimé le 1 avril 1889. 37 



290 P. Tehebycheff. 

Or, les résidus intégraux 

d+w D (2) 0,(2) ; 
Pere * 63a) 

ou « désigne une quantité infiniment petite, s'étendent seulement sur les 

valeurs voisines de z = v; et comme cette valeur de z, qui annule @,(z) 

en vertu de (2) et (3), coincide avec l'une de leurs limites, on aura 

232-590 - 1 @,(v) 
C^ D(2) D,(z) 2 ®,(v)” 

et les dernieres formules nous donnent 

(4) 
O(2) ___®v) 

fr > 6 (z) ̂  204(v) 

On voit par là que la différenee entre le résidu intégral 

et l'intégrale 

est au plus égale à la fraction 

d. (v) 
20,(v) 

C'est la plus grande approximation avec laquelle la valeur de l'intégrale 

fno )dc 

eut être déterminée d'aprés les valeurs données de 2m intégrales I £ 

b b 

J fo) do ; Sarte)ax Re fa" f(z)dz, 
a a 
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si par rapport à la fonction inconnue f(x) on sait seulement qu'elle reste 

positive pour les valeurs réelles de x entre x = «a et x — b. 

Nous allons maintenant étudier la fraction 

®,(v) 

$,(v) 

et quelques formules qui peuvent nous conduire à la détermination de 

sa limite supérieure. Dans un cas particulier trés remarquable nous 

trouvons par ces formules la limite supérieure de la fraction 

sous la forme d'une fonction du nombre des intégrales données 

h 
> 

J f (n) dx N Jof Cc) dae : (fat ade 3 NS 
u a a 

et qui tend vers zéro quand ce nombre augmente indéfiniment. 

$ 2. Nous profiterons ici de quelques résultats que nous avons ob- 
1 tenu dans notre mémoire sur les fractions continues. Dans ce mémoire 

nous nous sommes occupé de la fraction continue 

" I 

0,8 + P, == 
“z+ PB, —— = 

2 + P2 [Ze + P eue 

qu'on obtient en développant la somme 

i=n Pa) _ (x) , 82) (a) 
poe rane tee Cash A para 

ou les quantités 
oed MC PE ee 

sont toutes réelles et distinctes, et les 

PU), Pa), .. 5, 6x) 
' O HenpepHBHHXB JAipo6sxe. Sanucku Akatemin Haykp, T. 2, BHIIyCKb 

5. — Traduction française, Journal de Liouville, tome 10. 
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des quantités positives quelconques. En désignant par 

v2). PU) LU) 
Biz) ' d)" (2) 

les réduites de la fraction continue, nous trouvons, en vertu des formules 

démontrées dans ce mémoire, les égalités suivantes: 

I I 
(5) == 2:0*(2,) o (2), "i 2:6*(2,) gi(v.), "EE DIENEN 

qui montrent que les coefficients 

ic eR s 

sont tous positifs. Il résulte de là que les premieres termes des fonctions 

¢ (2) , gi(z) , e (2) Soie 

(2) , d, (z) , d, (2) 1:00 

ordonnées suivant les puissances décroissantes de 2, auront des coefficients 

positifs. 

D'autre part, comme nous avons vu dans ce méme mémoire, pour 

toute fonction entière f(z) d'un degré inférieur à y on doit avoir 

l'équation 

(6) Thilo.) (7)0 (2) = o. 
De cette équation nous allons déduire quelques propriétés des fonctions 

dy (2) , d.) ; D, (2) FOIE 

dont nous nous servirons après. Pour cela nous remarquons que la 

dernière réduite 

Pn+1(2) 

Ön+ı(2) 

doit donner la valeur exacte de la somme 

i=n 

3:2 
u 4 — Vi 
i=0 
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et son dénominateur $,,,(z) sera une fonction entière du degré (x + 1) 

de la forme 

(7) Punta) = €(«— a%)(2 — a)... (2 — v), 

où C désigne un coefficient constant. L'expression 

Un+1(2) NE € [A=0,1, 2, ..., (n—1)] 
> (@— 2 — 2141) 

sera done une fonction entière du degré (n — 1), et d'apres (6) on devra 

avoir l'équation 

E Ss DE. 
Le = eX; am rl) (x) =® 

qui se réduit en vertu de (7) à l'égalité 

n x 1 "n U), ) Bd, (2,)0%(0,) + PAC u) = o, (er — 2141) (zi1 — 2) 

d'ou nous duos 

, . " 

Pir ( ta) Pu (v, )0° (x) = ES = Dias (Bigs) al (2241)8" (x 0141). 

Or, les racines 
Vy Hyd uus 224, de. de) 

sont toutes réelles et distinctes, et en les supposant disposées dans l'ordre 

de leurs grandeurs on voit que la dérivée 

$a) 

aura des signes contraires pour les deux racines consécutives x, et %41, 

et par conséquent la fonction 

Paz) 

aura aussi des signes opposés pour z — z, et z — r,,,, €. à. d. entre 

deux racines consécutives quelconques de 

Qua (2) 

‘on aura au moins une racine de 

o. (2) 
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On voit par là que les » racines de 

9.) 

seront toutes réelles, distinctes et situées respectivement dans les » in- 

tervalles des (7 + 1) racines de 

Pn4i(2)- 

En désignant par 
DD MES y À 

les racines de 

$n (2) 

disposées dans l’ordre de leurs grandeurs, on aura la série de grandeurs 
[o] , A e 

crolssantes 
; MET T. Jl ’ RE OR as IE SUP C 

$ 3. Les n racines 

Bp, 5 UEM HR eee! ON (2) 

étant inégales, la décomposition de la réduite 

Pn(2) 
du(2) 

en fractions simples nous donnera la somme 

i ( 2 E ( 2 (ee | 
N Pn(z) bn (ao) bn (a1) br (@tn—a)/ (8) De m Eee fe pe 

Pn(z) Z — % 2 ay Z — Vy 1 

où, comme il est facile de voir, les numérateurs 

Enter) Ent) On Gai) 
, nr) 

q^ (a) d» ( e) d (e, 3) 

sont tous positifs En effet, les fonctions 

)» £a(2) » De); due) cod Pal 
des réduites 

En(z) On+1(2) 
du(z) Un(e) 
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5 

sont liées par la relation 

€s41(2) d. (2) <a Gn (2) d az) = Wc 

En divisant les deux membres de cette égalité par 

h / 
n ZY. 7 L'AILE me 

2 — &, 

et en y faisant 

, 8-4, 

nous trouvons l'égalité 

m 

En(æ,) ar I a (a=0,1,2,...,n—1) 
, , , , 

in (a) dm (zu) Pass (ap) 

\ 
Pour déterminer à l’aide de cette égalité le signe de la fraction 

, 

Pn (ap) (a=0,1,2,...,n—1) 

te) 

nous remarquons d'abord que le produit | q I 

d4(2)da+1(2) 

sera positif pour z — co, puisque les premiers termes des fonctions d'(z), 

ordonnées par rapport aux puissances décroissantes de z, ont des coeffi- 

cients positifs (S 2). 

Si maintenant on passe de z = co à la plus grande racine 2 = z; , 

de d,(z) la fonction d,,,(2) changera son signe en passant par sa racine 

£ — %,, tandis que la dérivée d,(z) n'ayant pas de racine entre z= x, , 

et z = oo conservera son signe. Le produit 

! = Pe) 

sera done négatif pour z= #,_,, et il est facile de voir qu'il conservera 

sa valeur négative pour toutes les racines 

, , , # 

2 = m, Ti oo; Buy de 9. (2), 

car, d’après le $ 2, entre deux racines consécutives de 4,(2) on trouvera 

toujours. une racine pour chacune des fonctions d5(z) et d,,,(2), en vertu 
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de quoi leur produit doit avoir le méme signe pour toutes les racines de 
d,(z) Ainsi le produit 

$i (2) Pn4r(2) 

sera négatif pour les valeurs de 

a= Pinel ioa rto ASI 

et la fraction 

gan) 
eo al au ) 

sera -positive pour p =0,1,2,...,0— I. 

Posons 

Ent) : n 2 , 

, NE 81(2,) 
d «t gy ) 

et la somme (8) prendra la forme 

9 N 2 , 2 , 

En(z) __ Milo) 0 (ai) eh (en) 
} AN EET , = ! = m. EE s —— ] » 
Pn(z) Z —- d, 2 — @ 2 At 

Ainsi, connaissant la décomposition de la réduite 

Pn+1(2) 

(ni (2) 

en une somme de fractions simples de la forme 

i=n 8 (2j) 

FRE st 
Sr 

où les x, sont toutes des quantités réelles et distinctes, et les 9°x,) des 

quantites positives queleonques, on pourra aussi décomposer la réduite 

En(2) 
du(2) 

en une somme de la méme forme 

ca 6 n) 1 

7 , 
u=0 z u 
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dans laquelle les quantités x, sont aussi toutes réelles et distinctes, et 

les (x) des quantités positives. De plus, les quantités x, et 2, dans 

l'ordre de leurs grandeurs formeront, comme on a vu, la série suivante: 

, ’ , = 

Lo » Dos Ly Vey eee y Vey Vy ee ey Ent s Une 

En passant de méme de la décomposition de la réduite 

En(2) 

d»(2) 

à la décomposition de la réduite 

€Qu—1 (2) 

Un-1(2) 

et ainsi de suite, nous trouvons pour chacune d'elles une décomposition 

de la forme 
‘gı(z) - 6; (ao) 6). Et LC 

: dz) 2—m z2—4 ps 2 — 24-1 

où les racines z,,2,,...,2, 1 de d,(z) sont toutes réelles et distinctes, 

et les 6?(z) des quantités positives. De plus, en désignant par 

, , es 
19 229 ee. Aa co u 0 

les racines de d, ,(z) et en les disposant avec celles de ¢,(z) par l'ordre 

de leurs grandeurs croissantes, nous trouvons la série 

FU L , ^ al Li at ~ 

09 09 “19 dry ***5 > V3 3 Patio 629 I-29 AI x 

dont les termes sont tous compris entre z, et z,. 

$ 4. Revenons à la fraetion continue 

I 
I 

gz + fg —-——— 1 la 4,2 m ê et 

: I 

Um? + Je 

que l'on obtient en développant l'expression 

b b b 

Sr )da | af (a) dx | gem) F(x) dx 
à a a 

2 == 2° =F DONS + gim 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 29 mars 1889. 33 
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en fraction continue et en s'arrétant à la m*™* réduite. Cette expression 

ne différe de l'intégrale 
b 
ra e ) 

(8 
| IS da 
eo a 

a 

que par les termes 

; b b 

f zr a) da / q2ml f 25) da = 

a a 

fima E z2m+?2 D mr pe 

et comme ces termes n'ont aucune influence sur les m premiers dénomina- 

teurs de la fraction continue, nous pouvons, en nous bornant aux m premiers 

termes, la regarder comme provenant du développement de l'intégrale 

b 

| Ky da. 
2-— 

e 
a 

Or, cette intégrale, où, par hypothese, la fonction f(x) reste positive pour 

les valeurs de æ entre a et b, peut être regardée comme la limite de la 

somme à 

LAO 
dans laquelle les quantités x, désignent une série de grandeurs croissantes 

de m = a à z,-— b, et les 6°(x,) des quantités positives choisies con- 

formément aux valeurs correspondantes de f(x); et nous en concluons, 

d’après le $ 2, que les coefficients à, , a, ..., a, de la fraction continue 

en question auront des valeurs positives, définies par les formules 

\ I I I 

(9) a CEU AD MEC | is = b me mr Dé D Cle b I 

p hy (a) f w) da: | dn (a) f(x) da j Pn —1(@) fi à) da 
a a a 

et que les dénominateurs ,(z) et d, (2) des réduites 

Em\2) Pn—1(2) 

Om ( 2) É O12) 
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auront tento leurs racines réelles, distinctes et comprises entre a et b. 

De plus, en désignant par 

Ep Ep Va y ier, Emi 

, , , , 

Boy £15 Bay + + + y Ego, 

les racines des fonctions f,(2) et d,_,(2), dans l'ordre de leurs grandeurs, 

on devra avoir la série suivante de grandeurs croissantes: 
' 

, 2 , m a 

So» 20 5 £y V1, «9 day By Eus + + + 9 Sm—29 Ful 

Tout ceci doit avoir lieu, bien entendu, si les intégrales 

b 

 [ta)de ; f vf dy 2s ars f 97 f(z)dz 
“ a 

peuvent prendre des valeurs données pour f(x) positive entre « et b. 

$ 5. Nous venons de voir que, si les valeurs données des intégrales 
b 

S[te)az, f zf(z)dw , ..., [ar fla)de 
a 

sont possibles pour f(x) positive entre a et 5, la fonction ¢,,(2) déter- 

minée par ces valeurs ne, peut pas avoir des racines hors des limites a 

et b. Deux cas peuvent donc se présenter: 1) aucune des racines de 

¢,(z) n'atteint ni la limite a, ni la limite D, et 2) l'une des limites a: 

et b ou toutes les deux annulent la fonction d»(z). Nous allons d'abord 

examiner le second cas qui d'ailleurs se présente trés rarement. 

En regardant lintégrale 

comme la limite de la somme 

où lon a x, = a,x, = b, et en remarquant que, d’après le $ 2, le dé- 

nominateur de la derniére réduite 

On+1(2) 
h / Ve 
On+1l2) 
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égale à cette somme, est le seul qui peut sannuler pour z= v, = « et 

z — r, — b, nous. en concluons que, dans le cas consideré, la somme 

i=n Pas) 

et par conséquent l'intégrale 

nee 
, 

PO ae 
LI 

doivent être égales à la réduite - 

€n(2) ; 

Pa) 

Or, cette fraction se décompose en une somme de fractions simples de 

la forme 
n-m-1 

Pme) I 
, , 

n=0 dm (Zn ee En 

. 

et pour que cette somme puisse étre égale à l'intégrale 

b 

fz 2) 
de 

2 av 

a 

il faut que la fonction f(x) s'annule pour toutes les valeurs de x com- 

prises entre a et b, qui ne sont pas dans le voisinage de 

T = 2,4 (u=0,1,2,..., m—1) 

et que pour les valeurs de x infiniment voisines de 

X = 295,4215--*-*5 €m—1? 

elle ait dés valeurs telles que les intégrales 

se ramenent, lorsque © devient nulle, aux valeurs 

Cm (Zo) Pm(%ı ) Cm (Zm—1) 
a 5 

, 2 7% , 

Um ( 20) Dm 21) dm (2m 1) 
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Avec une telle fonction f(x) l'intégrale 

JA) do 
2 

se ramène au résidu intégral 

Em(2) 
SS Ém(z) 

pour toutes les valeurs de v entre les limites a et b, différentes de 

205 res 2m Quant aux valeurs de v= 4,,2,,...,2, 1, on voit 

que pour ces valeurs de v l'intégrale reçoit des accroissements brusques, 

égaux respectivement à 

€m(20) Ym(2ı) Em(Zm-ı) 
3^2» fu 1, * 

d" (£m —] ) 

Lt em , LES 

Cm Zo ) CC 21) 

et par conséquent pour v = Z,,2,,....2, , Sa valeur ne peut pas être 

complétement déterminée. 

§ 6. Passons au cas général lorsque ni a, ni D ne satisfont pas 

à l'équation 

dz) ep 

Nous allons d'abord montrer que la quantité 7 qui figure dans nos for- 

mules est une quantité positive. En effet, d'aprés le $ 1 on doit avoir 

les inégalités 

Cn a) Cm | v) 

>, E -1(a@) CPE v) 

dim(b) dm(v) we Be uy "da b) S Uni ( v ) 

aan 

En les multipliant respectivement par les quantités positives v — a , b — v 

et en les ajoutant ensuite membre à membre, nous trouvons l'inégalité 

m—1 ( b) RES Cn —1 (a ) 
he : d 

7 (b a) 2 dw (5) d» a) 

Or, les termes les plus élevés dans les fonctions &,_,(2), &,(z) ayant 

des coefficients positifs, on devra avoir 

m1 (CO) E) re eo) ZG) 

(lin (CO) 1 d'a (— co) à 
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et comme toutes les racines des fonctions d, (2), d,(z) sont plus 

grandes que a et plus petites que 5, on aura aussi 

US b) bm—1(@) 
— > O I—— < 0 

Om ( b) : UP a) Re 

en vertu de quoi l'inégalité précédente nous donne 

y(b—a)70; d'où r>o. 

La quantité 7, comme on a vu dans le $ 1, sert à déterminer la fonc- 

tion ®,(z) qui, en vertu de (2) et (3), sera donnée par la formule 

N Loe ( v) ; 2 0,2) = [re 0) +7 ts) = bn al) 

dans laquelle, comme on vient de le voir, la quantité 7 est positive; et 

comme de’ plus les termes les plus élevés dans les fonctions 4», (2) , d», (2) 

ont des coefficients positifs, cette formule nous donnera 

@,(00) = +: oo) F, 
où le signe supérieur correspond au cas de m pair et le signe inférieur 

au cas de m impair. Si maintenant on fait dans cette formule z= z 0° 
, \ 

Zi 52-2» 2545) On aura; d apres le Na, 

®, (2;) = —- du. i 2) (i=0, 1,2, ..., m—1) 

Dre lem) I 5 d^, —l (Zn =) Ge SP SALE nid dua) = +, 

de sorte que pour la fonction @,(z) nous trouvons 

9, (co) = +, 0, (en) sd E DN ND D, (2) — +, D, — eo) =, +. 

On voit par là que les m + 1 racines de la fonction 

0,(2) 
sont toutes réelles, distinctes et séparées par les » racines de la fonction 

9. (2). 
ux 

T 7. En désignant par 
ni - 
SOV Sb Kenya 

—— 
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les racines de la fonction 

0$, (2), 

nous trouvons pour la fraction 

la décomposition suivante en fractions simples: 

i=m D) NIA) 1 
de) Si 

où, comme il est facile de voir, les facteurs 

D,(&) 

$6) 
(i20, 1, ..., m) 

sont tous positifs. En effet, des formules (3) on déduit facilement l'égalité 

D(z) bm (2) — O1(2) em(2) = Pnl2) Emil?) — 03 (29s). 

Comme le second membre, d'aprés une propriété bien connue des réduites, 

est égal à l'unité, nous aurons l'égalité 

Dy (2) bn (2) Ex d (2)e,. (2) p 

En divisant les deux membres de cette égalité par 

D,(2) bm (2) 
($021,512) 

LA 

2 ——— Si 

et en y faisant 
Ju Ad pm 

CATE emt ig 

nous trouvons l'égalité 
Dt &) I 

=== (i=0, 1, ..., 7) 

(P, (ef ) F4 On ( G) 0; ( &) 

Pour déterminer à l'aide de cette égalité le signe de la fraction 

Gl aor md 

nous remarquons d'abord que le produit 

d. (2) Di (2) 
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sera positif pour 2 — co, puisque les termes les plus élevés dans les 

fonctions d&&,(z) et (;(z) ont des coefficients positifs; et comme les racines 

de d,(z) et d;(z) sont toutes plus petites que la plus grande racine 6, 

de 4,(z) (S 6), on voit que ce produit sera aussi positif pour 2 — 6,. 

Il est facile de voir que ce signe + le produit le conservera pour toutes 

les racines 
Le a 2 

QOEM ONIS AIC de di (z), 

car, entre deux racines consécutives quelconques de @,(z) chacune des 

fonctions ¢,,(z) et @{(z) aura toujours une racine seulement (S 6), en 

vertu de quoi leur produit aura le méme signe pour toutes les racines 

de @,(z). On aura done bien 

pour les valeurs de — 0,1,2,...,m. 

Ainsi, la fraction 

qui, comme on a vu dans le $ 1, est égale à la fraction continue 

CE ra Pp, m rn 14 TT q.i E B. er 

I 
TEM I 

Om? kis Pm ar 7 , 

se ramène à la somme 

wv DE) 1 
; m 

12:6. O,(G)z ms 

: xa. s h XC : D (E) 
dans laquelle les quantités € sont toutes réelles et distinctes, et les DE) 

1\Si 

des quantités positives. Comme cette somme ne differe que par les no- 

tations de la somme 

i=0 

que nous avons étudiée dans le mémoire précité sur les fractions continues, 
* 
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on trouve, d'aprés la formule donnée à la fin du $ 5 de ce mémoire, 

l’egalite suivante: 
Lam 2 D, ( &) (Ad (ay EE N° dl) DE) 

= E. 
®,(&) 

tm e! 
somes ATEN 

n=0 > sil s) (65) 
i=0 3 

D'aprés les formules (5) nous trouvons 

i=m 

us; 7 NT $,(&) Gest 

i=0 

en vertu de quoi l'égalité précédente peut s'écrire 

p—m 

1,2 P uN Si I (120; 1, ..., m) 

2 sd gr 

d'ou l'on tire la formule 

O(G) . 
e$. a ) nm 

NN 2, pe 
2. (ul dC CE) 
n= 

, (i=0,1,2,..., m) 

dans laquelle le dernier coefficient 4,,, sera égal à 7, coefficient de z 

dans le dernier dénominateur Z. Ainsi pour toutes les racines 2— 6,6, 

.., €, de O,(z) on aura 

®,(z) I 
®, ( z ) n == 

2 

E adio) 
NL 

et comme, en vertu de (2) et (3), z — v annule la fonction @,(z), on 

obtient la formule 

0,0) 5 ; 
E — . 

ICONE: ade) + aodi(v) +... + am Umi) + gem (7) > 2 
ALES dun) 
= 

§ 8. Dans le § 1 nous avons montré que les limites de la diffé- 

rence entre l'intégrale 

ff(z)dx 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 3 avril 1889. 39 
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et le résidu intégral 

p Pi(z) 
SA) 

sont données par : 
| 01 P,(v) Ed Qv) 

2 (v) "^ 2 @i(v)’ 

et l'on voit d'aprés la valeur trouvée de la fraction 

(v) 
Div) 

que le degré d'approximation avec laquelle le résidn intégral 

D (z) 

$(z) 
u— (0 

donne la valeur de l'intégrale p 
4 

| f(x)dz 
a 

.sera déterminé par la fraction 

I Mg 
(10) E: 2 2 SIDA 2 ? 

2ado(v) + asd (v) +... + am dá mád(v) ro u(v) 

dans laquelle la quantité 7 seule dépend des limites a, b des intégrales 

considérées, Cette fraction augmente lorsque y diminue, et elle diminue 

lorsque r augmente. Comme la valeur de y qui est toujours positive sera 

nulle pour « — — co, — co, et deviendra infiniment grande pour 

d,(a) — o: ou d,(b) =o (SS 1 et 6) on voit que la différence entre 

l'intégrale 
v 
> 

| f(æ)dx 
* 

et le résidu intégral 

a—w 

tendra vers zéro si a ou b s'approche indéfiniment de la valeur d'une 

racine de d,(z) et si ve n'est pas racine de cette fonction, ce qui est 
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bien conforme aux résultats auxquels nous sommes arrivés dans le $ 5. 

La limite (10) de cette différence atteindra au contraire sa plus grande 

valeur pour & = — co , 0 =o et se réduira pour ces valeurs des limites 

a,b à la fraction 

I I 
(11) Ae c ECL He 

2aydo(v) + aadi(v) +... + an m7) 
. 

Il est facile de voir que la valeur de cette fraction diminue lorsque le 

nombre m augmente, et qu'elle deviendra nulle pour m — oco, si la série 

a, du(v) + bi (v) + a; ba(v) Fees 

est divergente. Cette fraction dépend évidemment de v aussi, et par 

conséquent, selon la valeur de v, le résidu intégral 

RE 
M - D) 

donnera la valeur de l'intégrale . 

(ft x )dx 

avec une approximation plus ou moins grande. Il est cependant facile 

de montrer que pour certaines valeurs de v la valeur de la fraction (11), 

et par conséquent aussi la valeur de la fraction (10) dont elle est la 

limite supérieure, sera plus petite que 

Eu effet, en désignant par D la plus grande valeur du dénominateur de 

la fraction (11) pour a < v <b, nous trouvons l'inégalité 

[Ta dio) + ado) +. + m alo) f(v)do < D f'f(a)da. 

et comme d'aprés les formules (9) le premier membre de cette inégalité 

se réduit à m, on aura l'inégalité 
b 

m < D | f(x)dx 
a 
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ou bien 
b 

I br à 
HUS e s 

On voit par là que —. qui, conformément à notre notation, représente la 
2D 

plus petite valeur de la fraction (11) pour les valeurs de v comprises 

entre a et b, sera plus petite que 

Done, quelles que soient les limites a et b, la différence entre l'intégrale 

ik f(x) dx 

et le résidu intégral 

e 0.2) 
XO 
a—w 

ne peut pas surpasser la valeur de la fraction (11) 

I I 

2a, d (v) + ay Gv) +...+ a P mA (v) 

ou bien de la fraction 

I 

(12) 
D | m g2(v) a di(v) n da) 

b b b 

fayadx  [éityte)de fin a(@)f(w) de 
e 
a 

qu'on obtient en remplaçant dans (11) les coefficients a par leurs valeurs 

tirées de (9). 
Les fonctions 

dz) , Pi(z) ye qe. ete) 

sont déterminées, comme on a vu, à l'aide du développement de l'intégrale 

b 

| ick dx 
LE ° a c 

a 

1 
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en fraction continue de la forme 

Et comme la valeur de la fraction (12) ne change pas lorsqu'on multiplie 

les fonctions ¢ par des facteurs constants quelconques, nous pouvons y 

prendre pour les fonctions 

Dole) ; Bile), dual) 
les fonctions que l'on obtient en développant lintégrale 

en fraction continue de la forme 

P 

uz + prre p 
“2+ — : 

13 

a's m fT E 

les o étant des quantités constantes quelconques; car, le changement des 

quantités p,,,,... équivaut, comme il est facile de le voir, à l'intro- 

duction de facteurs constants dans ces fonctions. | 

Nous venons de montrer comment on détermine les limites de la 

différence entre l'intégrale 

et le résidu intégral 

dans le cas ou lon donne les 2m intégrales 

b b 

[fade , f «f(x)dz , was ; fa" f(@)de 
t 

a a 
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et si l'on sait que la fonction inconnue f(x) reste positive pour les valeurs 

de x entre a et b. Il est facile d'en déduire les limites de la diffe- 

rence entre les intégrales” 

Jf f(o)du : fr(a)ae, 
d t 

a a 

si l'on a les egalites 

* 1 b b 

(13) [ a'f,(x)dx = fa'f(æ)dx (i 0,1, 2, ..., 2m—1) 

et si la fonction f(x) reste aussi positive pour les valeurs de x entre 

r.— a,x — b. En effet, dans ce cas on aura les mêmes résidus inté- 

graux et les mémes limites des différences entre les intégrales ét les résidus 

intégraux, et par conséquent la différence entre les intégrales 

v 

[f(z)dz et |f(x)dx 
a a 

ne pourra pas surpasser le double de la limite de la différence entre 

chacune de ces intégrales et le résidu intégral 

Done, si les egalites (13) ont lieu pour deux fonctions f(x) et f(x) qui 

restent positives pour les valeurs de x entre a et D, la différence entre 

les intégrales 

Tor , ro 
a 

ne pourra pas surpasser la valeur de la fraction 

I 
I 9 2 2 3 

= DUE Se b 

J Site) f(a) de Jar) de 
a 

> 70? 
| do (æ)f{x) dx 

a 

quelles que soient les limites a et D. 

cas 
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$9. Comme exemple de l'application de nos formules nous allons 
maintenant considérer le cas où l'on a 

Dans ce cas, comme on va le voir, la limite supérieure de la fraction 

(14) pourra étre déterminée quelle que soit la valeur de v, et il en 

résulte un théoréme qui peut avoir des applications utiles dans la Théorie 

des Probabilités. 

D'après les formules données dans notre némoire Sur le développe- 

ment des fonctions à une seule variable,’ dans lequel nous avons étudié le 

développement de l'intégrale 

ev 

en fraction continue et les réduites 

nous trouvons que, dans le cas que nous considérons maintenant, les 

fonctions 

ANA CT ADN 

pourront être représentées par la formule 

et qu'on pourra les calculer successivement à l’aide de la formule 

fj De) = — q'ed (e) = (i — 1)a pi ale) 

et l'égalité 

(2) et 

1 Bulletin de l Acad. Imp. des Sciences de St. ‚Petersbourg, T. I. 1859. 
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D'autre part nous trouvons d’après ce même mémoire la formule 

b 

far) f(x) da WERE: 

pour le cas de 

4. — — co, DC: fm) e 2 - 

En vertu de cette formule la fraction (14) qui détermine les limites 

de la différence: entre lessintégrales . 

T v 

[fe)ar, Ine)da t 
a 

se raméne pour le cas que nous examinons à la fraction 

I 

T TT 
2 
en ( v ) 

its Es Foose Gee un a) 

dans laquelle les fonctions d(v) seront déterminées par (15). 

Pour déterminer la limite supérieure de cette fraction nous cher- 

cherons la limite inférieure de son dénominateur 

2 2 9 

do(v) di(v) Om—1(v) SR 

: I a Da IW EET 
n posant 

(16) NU = fH. (i20,1,...,m—1) 

(418.5 -— 

nous remarquons que ce dénominateur est égal à la somme 

Pour trouver la limite inférieure de cette somme nous allons d'abord 

déterminer la fonction 6(¢) définie par 

i=o 

(t) = 2T, 
i=0 

ou ¢ désigne une variable quelconque. 
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$ 10. Pour déterminer la fonction 6(/) nous remarquons que d'après 
(15) on aura 

Bo) = — god (0) — a — 1)9 (0), 

Dino) = — q'vd. (v) — a*(i — 2)9ca(v), 
d'ou l'on tire 

di(v) = ea + 26 — 1)g'odi(v)d (0) + (G — 1)'g dé sv), 

qi — 2)’di sv) = q'v'gi (v) + 2g "09 (9) psv) + di1(v), 

et en éliminant entre ces deux équations le produit d, ,(v)d, ,(v) nous 
trouvons la relation 

di(v) — av — i + 1) [gt a(v) — (6 — 1)g* di (v)] 

— (i — 1)t— 2)'g'dta(v) = o 

Si maintenant on y remplace les fonctions 

Pi(v) » Pir(v) , hi a(v) , di s(v) 

par leurs valeurs tirées de (16), on aura l'équation 

iT, — (q*v? — i-r 1) Ta + (qv! —i 1)7_,—(i—2)7_, — o. 

Multiplions tous les termes par /' et faisons la somme pour toutes les 

valeurs de i, de i — o a i = co; nous aurons alors l'égalité 

i — = i i-o 

itt — = (°° = a 0 TE EG v”—i+1)T_, ZEIT, iam 

En remarquant que d'aprés (16) on a 

nous trouvons 

i= i=o 

(qo? — i DE = Ego —i + 1) Tat = E (go — TE", 
i=0 i=1 i=0 

= (voi + 1)T,_,t = 2.’ v! —i 4- 1)T, ,6 = X (qv ee, 

> — 2)T,_,t ru 2) Tat —X(- mte, 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 5 avril 1889. 40 
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en vertu de quoi l'égalité précédente se ramène à l'égalité 

i-o i=o i=o i-o 

Lite Y (got — i) Tat + % (foh i— 1) Ti? — X G41) Te — 6; 

d'où l’on déduit 

(1 4p t— ? — t) LiT = [q?v? — (gv? — 1)t + UE. 

Comme d'aprés notre notation on a 

i-o i=o 

Dr), ou Litt UTD). 
i-0 i= 

cette égalité se réduit à l'équation différentielle 

(t) go —(qu—1)t+é — qu His t 

e(t) — Du EN NI Ten), pea 

qui, intégrée, donne 

La constante d'intégration C se trouve facilement en remarquant que la 

fonction @(t) se réduit pour £ — o a T, = di(v) = 1. De sorte que 

lon aura 
Ur == 

et par consequent 

zu 5 
(17) 2 Tit AE re 

$ 11. D’après l'expression trouvée de la somme 

i= © 

D T 
i=0 

où ¢ désigne une quantité variable, la limite inférieure de la somme 

i=m—1 S 

» : i 
i=0 
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pourra être déterminée à l’aide des formules données dans notre mémoire 

mentionné plus haut sur la représentation des valeurs limites des intégrales 

par des résidus intégraux. Pour appliquer les formules, données dans ce 

mémoire pour des intégrales, à la somme 

2 TE 
i=0 

nous allons la présenter sous la forme de l'intégrale 

f Yt*dz, 
$5 

en désignant par Y une fonction de x qui s'annule pour toutes les va- 

leurs de x qui ne sont pas dans le voisinage de z —0,1,2,3,... 

et qui pour les valeurs de x infiniment voisines de  —0,1,2,3,... 

a des valeurs telles que les intégrales 

a 1 2 

? Yds ; f Ydz , fYae, P 
0 1-0 2—o 

tendent respectivement vers les valeurs 

qe. en 

lorsque w tend vers zéro. Pour une fonction Y ainsi déterminée on 

aura évidemment 

f Yrac = X T, = Alt). 
0 a 

Comme la fonction Y¢* ne devient pas négative entre les limites o et 

co, les valeurs limites de l'intégrale 

[YF dx, 
0 

d'après les valeurs des trois intégrales 

f Y&dz, [zYıar, f2'Ytdz, 
v 0 0 

seront déterminées par les formules données dans les §§ 6 et 7 de notre 
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mémoire mentionné plus haut. En faisant dans ces formules a — o, b — co 

nous trouvons que pour 

à fa 2Vt* da 
D 

oo 

ave dr 
0 

== 

la limite inférieure de la valeur de l'intégrale 

I tr da 
D) 

sera 

E Fe Yt* dax | 

Yee ee frei 
foevede 
0 

En remarquant que d'aprés l'égalité 

[tax = e(t) 

on aura 

f 2 Yt dz = 16'(t), 
0 

fa Yt*dz = t6(t) + &6"(t), 
0 

nous en déduisons l'inégalité 

tat) 

B'(t) 

f yea > e(t) 
0 

t0'°(t) : 

Ot) + te'(t) 

En prenant ici pour { une racine quelconque de l'équation 

(18) RARE 
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nous trouvons l'inégalité 

m—1 
e to(t 

fr du > 6(t) Zar ne 

Cumme d’après les propriétés de la fonction Y on aura 

m—1 i=m—1 

f Yt dx = Z Ti. 
0 ey 

l'inégalité précédente se réduit à celle-ci: 

i=m—1 

P onec) ' —— O(t) + te'(t) 

qui doit avoir lieu pour toutes les valeurs de / satisfaisant à (18). Donc, 

en se bornant aux valeurs de ¢ comprises entre o et 1 et remarquant 

que pour ces valeurs de ¢ on aura 

i=0 

i=m—1 

Z Tu qu 

on devra avoir l'inégalité 

i=m—1 

(19) PIU BEE +10)? 

d'aprés laquelle nous pouvons trouver une limite inférieure de la somme 

en prenant pour ¢ une racine de (18) comprise entre o et 1. 

$ 12. En portant dans (18) et (19) les valeurs de A(t), A(t), a"(t) 

tirées de (17), on trouve 

(1 je 2,,2 [ SH 2,2 : 
2t + qv + t] é + qu 

I t 
(20) m ME ic : B , 

<n 2,2 (1 ecc ] 

2y I 4) S. E 2L + = = - q^v 

(21) SR — => 5 
0 Vi—t ; (1 yi edel v 

at 1 qu m: 
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La derniére inégalité nous donne la limite inférieure de la somme 

i— m—1 

DET 
i=0 

en fonction de la racine ¢ de (20) comprise entre o et 1. Il est facile 

de voir que pour m > I, comme nous le supposons toujours, l'équation 

(20) admettra bien une racine entre o et 1; mais la détermination exacte 

de cette racine est trés difficile. Comme il ne s'agit ici que de trouver 
m—1 

une quantité qui reste constamment plus petite que % 7;, nous pouvons 
0 

y arriver sans résoudre l'équation (20). Pour cela nous tirons de (20) 

la valeur de /m — 1 et nous divisons par elle l'inégalité (21), ce qui nous 

donne une inégalité qu'on peut mettre sous la forme 

i=m-—1 gan E —3 NS, =} 
X T, ev TE I qv) (2: «ie TEE qw) 

i=0 \ / 1 +é I + 
—— > ES 
vm — 1 I i 2 

/ sr ar m 

(! + : - g^v* ) 21 Eee ) qv? 
mr TEE 

En remarquant que la valeur de / dans cette inégalité doit être plus 

grande que zéro et plus petite que l'unité, nous trouvons 

get 

ets 1, . 

ILU qe. 2,2 
Ld erg? SS 

EL UN ty? < 2 + go < 2(1 + qgv° 2 Dou À q qv’), 

ail 22 iv 2..2 
AXE apu. 

t dal 
7 2 

TE DURE u 

I+t 
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en vertu de quoi l'inégalité précédente nous donne 

i=m—1 
> 
ico T; (q'v* + 1)? 

(2 2) Te >= ZI >; 0 7 

SEE (E 
Passant à la détermination d'une limite inférieure de 

—1 
in pour OT É UE, 

2 , 

+ 

nous remarquons que l'équation (20) peut s'écrire 

(p pH. 2t + qv 
ee N ge ap ase ) Lip C Lt (m — 1)(1 OL retenus 

quu ne 

Comme / est comprise entre O et r, tous les termes seront positifs et 

l'on aura 
(m — 1)(1 — P) > t, 

d'ou l'on déduit 

m(x — t?) 2» rz, 

ce qui donne 

I Qo 
= Geico 2 

D’autre part, en cherchant les maxima des fonctions 

(E 2,2 

uec quac n 
Erb at Leu ees 

inp oU 

pour o « £ « 1, nous trouvons qu'ils s'obtiennent pour £/— 2 — 1,6£— I 

et qu'ils sont respectivement égaux à 

3 — 48, 2, 
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en vertu de quoi l'équation précédente nous donne 

(m -— 1)(1 — 6) < #? + 2 + (3 — y8)qv?, 

d'ou l'on déduit 

m(1 — t9) < 3 + (3 — y8)q v, 

«4,28 G—N8)gv 3 (3 — vg 
: dcs m(1 + t) = m 2 

ce qui donne 
REIN at ran, 
m 

Ainsi, nous trouvons que 

t> 1 — 
m 

et l'on aura par conséquent 

I — t 2,2 
Cats 2 QOL Sexe m m 

De sorte que l’inegalite (22), en y remplaçant 

1—t 3 m — 3 
t ee nt 
als 2 d p 7n 7n. : 

nous donnera 

i=m—1 

i-o Ti 2(m — 3) ood unum - 
Vm — 1 3V/3(m* — 2m + 3)* (qv? + 1) 

ou bien 

> T > 2(m — 3) /m — 1 

€ ^" 3/3 (m? — 2m + 3) (gv? + 1)? 
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En remarquant que, conformément à notre notation, on a 

321 

m—1 m—1 2 
p d (v) 

un) eG) | Hilo) ooo p dal) 
EP ur 1 pen 5 1.2...(m—1)g" 2° 

nous en concluons que la fraction 

T 

SS HO 
- Zeuge: 

sera plus petite que — 

3 V3(m* — 2m + 3) qv? + 1} 

2(m — 3) Vm — 1 

Comme d'aprés le $ 9 cette fraction donne les limites de la différence 

des intégrales 

ft oye , en da 
V27T 

si l'on a les égalités 

pl : que 

J vifo) dz = : aie 2 dx 
d V27 

(i=0,1,2,...,2m—1) 

pour à pair, 

Acta mathematica, 12. 

oo 

P q 5 BI 50 a 
—qi 2 dz —o pour 4 impair 

v2r i ! | 
Imprimé le 25 avril 1889. 41 
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nous en déduisons le théoréme suivant: 

Théoréme. 

Si la fonction f(x) reste constamment positive et si l'on a 

2m—2 
q 

f f (x)ar E Use ences (2m. — 3), f 27 f(x)dx —0, 

la valeur de l'intégrale 

y. f,(x)dx 

sera comprisé entre les limites 

y= r 
= 3 

: ET 212,2 3 I [ewm 3V3(m 2m + 3) (q^v* + 1) 

2(m — 3)'ym — 1 

$us nionem ge cn 
Vz. 2(m — 3) Vm — 1 

—o 

pour toutes les valeurs reelles de v. 
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SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 

AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE 

PAR 

EMILE PICARD 
à PARIS. 

Je m'occupe dans ce travail des équations linéaires aux dérivées 

partielles du second ordre, obtenues en exprimant que la variation pre- 

miere de l'intégrale double 

of peel sapis 
f(! ‚=, = )dac dy 

Ou — 9y, 4 
t 

; coy. AS - : > = OME 
est égale à zero, en désignant par f une forme quadratique en V, — et 

ou 

oV Eu. : 5 : 
5,» les coefficients étant des fonctions quelconques de x et y. La classe 
y 

d'équations ainsi obtenue jouit de diverses propriétés remarquables; j'énon- 

cerai seulement ici que lon peut toujours par un changement de variables 

et de fonction, la transformer en une équation de la forme 

au 9*u 
amm ay + do uu o. 

C'est pourquoi je reprends dans le second chapitre l'étude de cette 

équation, en me proposant particuliérement la détermination d'une inté- 

grale au moyen de ses valeurs le long d'une courbe fermée. J'ai 

beaucoup emprunté dans cette seconde partie à un mémoire du plus grand 

intérét que M. Schwarz a publié en 1885 sur l'équation précédente, a 

l'occasion du jubilé de M. Werersrrass.' 

' Ueber ein die Flächen kleinsten Flücheninhalts betreffendes Problem der Variations- 

rechnung, Festschrift zum Jubelgeburtstage des Herrn WErERSTRAsS, Acta Soc. Sc. 

Fennicæ, T. 15. Helsingfors 1885. 
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1. 

1. Soit V une fonction des deux variables indépendantes x et y, 

oV = aV 
posong EE, p. =— 

Ow OY 

et soit f(V,V,, V,) la forme quadratique en. V, V. et V, 

AV? + AV? + A"V2 + 2BWV, + 2B' VV, + 2B"VV, 

ou les A et B représentent des fonctions de x et y. 

Je considere l'intégrale double 

A 1 LE 5 V,)dady 

étendue à une certaine aire. L'équation, exprimant que la variation pre- 

micre de cette intégrale est nulle, s'obtient immédiatement; elle peut s'écrire 

f ko 0 MON OPEN fele 
oY x (; - oy 57.) Zar 

où, en développant, nous obtenons pour W l'équation linéaire aux dé- 

rivées partielles du second ordre: 

,9*V ,9V ord 04! oB\ oV eB , 5A"\9V 

Ors A Ou? 2 2x0y a oy? ie Mem = Qu js G nx oy | oy 

T5 cune aun: Va 
d tien tu 

Ceci posé, prenons une équation linéaire aux dérivées partielles 

ay ay oy Av a ty 
aay 2:54 Ze a nes 

voy y 

Peut-on identifier cette dernière équation à la précédente; on devrait avoir 

0 Br ns, A Ae. 

a4’ oB oB 9A" o B" op’ oe +=, +=, que Mere 
Cho dy 9% oy 
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On voit que les cinq premières équations ne Sm pas, en général, 

compatibles. On a en effet 

(a) , 3(Ab) (Ab) , Ade) 5, 
x dy - = Ad, oo y = Je. 

La fonction A doit satisfaire simultanément à ces deux équations qui 

peuvent s'écrire 
2 log À 2 log À da — 9b | AN a +. 

0732 hd oy $ da y 

? log À 2 log À t. a pred, 9208? ¢— 2%. ox oy ex y 

2 low 4 t 2 log À 
De ces deux équations on tire — , d'où par conséquent 

er oy 

on déduit une équation de condition qu'il est facile d'éerire. 

Cette équation est une relation entière entre a,b,c,d,e et leurs 

dérivées partielles jusqu'au second ordre. Soit: 

(1) PUGH 5 C5) => ji — Os 

F étant un polynôme. Celui-ci sera nécessairement un invariant de l'équa- 

tion, correspondant à un changement de variables et de fonction 

qnm 

y = Öle, y) 

U Vils BZ Vere sy): 

ge, et y étant des fonctions quelconques de z et y, car la propriété 

qui nous occupe subsiste manifestement quand on a effectué ces change- 

ments dans l'équation. 

Quand la condition (1) est remplie, À se trouve déterminé à un 

facteur constant prés, et par suite A’, B et A”; mais il n'en est pas de 

méme des autres coefficients, qui sont seulement liés par la relation: 

OB” ap’ T i 4 

kg — M. 

Il y aura done alors une infinité de formes quadratiques 

(V, V,, V3) 
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pouvant servir à engendrer l'équation différentielle linéaire; cette in- 

détermination nous sera, dans un moment, extrêmement utile. 

2. Aux équations rentrant dans la catégorie précédente peuvent 

s'étendre dans une certaine mesure des résultats classiques dans la théorie 

de l'équation du potentiel. 

Je considère une certaine région du plan À, a contour simple, et 

telle que, (#,¥) occupant une position quelconque à son intérieur, la 

forme quadratique 

KV, V,, Vs) 

soit définie; soit alors dans À une aire À limitée par une courbe C. Il 

est tout d'abord immédiat qu'il existe une seule fonction V(r, y) uni- 

forme et continue dans À ainsi que ses dérivées partielles, et prenant 

sur le contour C une succession donnée de valeurs. Pour le montrer 

bien nettement nous n'avons qu'à considérer l'intégrale 

Wy, y: > V,)drdy 

qui aura un signe connu, soit le signe plus, si la forme est positive. Or 

supposons qu'il existe une fonction V, uniforme et continue dans À, et 

prenant sur le contour C la valeur zéro. L'intégrale 

(E) av’ + AVS + AIV; + 2BV,V, + 2B'VV, + 2B'VV,)dady 

peut s'écrire, en tenant compte de ce que V est nul sur le contour 

Ow oy / 2x \ ow 

| 5958s iy BV node aw apt Ke à AE ecg i? ope el ERE: 

xh (= 5k zd = 4) d da dy. 

L'intégrale (E) sera par suite nulle, ce qui exige puisque la forme est 

définie, que V soit identiquement nulle à l'intérieur de À. 

Ce premier point établi, on démontrera qu'il existe une fonction V, 

continue ainsi que ses dérivées dans À, satisfaisant à l'équation différentielle 

et prenant sur le contour une succession donnée de valeurs. I n'y a qu'à 

répéter le raisonnement classique qui se fait dans la théorie du principe 

—€——— 
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de Drricuzer, et, bien entendu, les critiques trouvent ici leur place rela- 

tivement à l'insuffisance de ce genre de démonstration, qui n’en rend pas 

moins d'ailleurs au moins très vraisemblable le théorème à établir. 

Nous passons donc, pour le moment, sur ce point qui fera tout à l'heure 

l'objet d'un examen approfondu (Chap. II). 

3. Nous avons dit que, lorsqu'une équation linéaire satisfaisait à 

la condition F= o, la forme quadratique correspondant à l'équation 

différentielle restait arbitraire dans une certaine mesure. 

On peut la préciser complètement en posant, par exemple, B’ = B’=o, 

On a alors À = — Af, et on aura la forme: 

f(V, V, , V;) = A[— fV* + aVi + eV; + 20VY,]. 

À est une fonction essentiellement positive (c'est une exponentielle). Les 

conditions pour que la forme soit définie, s’exprimeront par les inégalités 

b? — ac < 0, 5? — ac < 0, 

Q0, ou Q < O, 

RO; i) =O: 

En général, on devra chercher à tirer parti de l'indétermination des 

coefficients de la forme quadratique. Prenons, par exemple, l'équation 

sy y 
c dy 

+ fl, WF — o, 

elle appartient à la classe qui nous occupe. Il suffira de prendre: | 

LE ie Jo) 30% ALY see ily 

et on aura 

ap” oB' 1 

price a S 

D’après ce qui précède, dans toute région du plan ou f(x, y) est négative, 

on peut affirmer la détermination d'une intégrale au moyen de sa valeur 

donnée sur le contour. D'une manière générale, la forme 

AV? + Vi + V2 + 2B'VV, + 2B"VV, 
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sera définie, si on a: 
À = ji = Bs. 

en remplaçant À par sa valeur, on trouve: 

ap" AR 

ata cio B BU. 

Donc les régions du plan, qui nous intéressent, sont celles ow on pourra 

trouver deux fonctions D' et D" de x et y, uniformes et continues, et vérifiant 

cette dernière inégalité. 

Prenons le cas très particulier où f se réduit à la constante positive 

+ m^. Cherchons si on peut trouver des régions du plan où cette dé- 

termination soit possible. Soit B’ = o, il nous reste: 

2p" 
—— m’ > D"?, Sn 
ew 

Cherchons une fonction D" de x telle que 

dB" 
ES B =, 

m; étant une constante supérieure à m’, mais en différant aussi peu qu'on 

voudra. On aura 
D" = m, tg(m,x + C), 

C étant une arbitraire, 

Done dans un intervalle compris entre deux parallèles à l'axe des 

. . TT . r 
y, dont la distance est moindre que —, on pourra certainement deter- 

m 
x 1 

miner B’ et D" de maniere à satisfaire aux conditions indiquées. 

Puisque m, diffère aussi peu qu'on veut de m, gn peut dire que pour 

toute aire comprise dans une bande parallele à l'axe des y, de largeur 

moindre que = on se trouvera dans les conditions voulues pour l'applica- 
TL 

tion du théorème. On conclut de là immédiatement, par une simple 

transformation de coordonnées rectangulaires qui change l'équation en 

elle-même, que la méme remarque subsistera, quelle que soit l'orientation 

d'une bande, à l'intérieur de laquelle soit situé le contour, pourvu que la 

. . T 
largeur de cette bande soit moindre que = 



SE ne ms ds es RS 
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4. Revenons maintenant au cas général d'une équation linéaire 

; 3 Be. 
(1) | Gas + 2 + ea Rs + ?5; + fV — 

en supposant seulement remplie la condition désignée par F = o. 

Jienvisage d'abord l'équation 

eV sy ey ay aV 
(2) ET 255v + 0 y E d +e Te O, 

qui me différe de la premiére que par la suppression du terme fV; elle 

appartient à la méme classe d'équations, puisque F ne dépend pas de f. 

L'équation (2) pourra se déduire de la considération de l'intégrale 

double 

(3) IE 1 =) +2 2B2 + ̂ ) Javan, 

car l'équation 
eB" OB’ : 

T dub ua 
ex 

sera vérifiée ici, puisque f — o, par A = B" = B' — o. 

Or effectuons sur æ et y un changement de variables 

g —oX. RE 

CE) V 

8x dy 

SN AS 

al (sx) + fav) | 
Il faudra que les deux fonctions x et y de X et Y satisfassent aux 

deux équations 

tel que l'expression 4’ +: s+ "(S 2 prenne la forme 

(owe) atin mcg a (99M. Se oy A dx Vt 
: ie m vay © (ss = LL 

y dy Oa ox (da dy ox A r " x E alt 

A4syax + AÁ'sysx — Bloxay + oysx) = © 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 30 avril 1889, 49 
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Or ces équations ne sont autres que celles que l'on obtient, quand 

on effectue le changement de variables x et y dans la forme quadratique 

de différentielles 
Ada? — 2Bdxdy + A'dy* 

et qu'on écrit que la nouvelle forme se réduit à 

M (d X* + dY”). 

I] résulte de cette remarque que pour trouver deux fonctions æ et y de 

X et Y satisfaisant aux conditions indiquées, il suffira d'intégrer une 

équation différentielle ordinaire du premier ordre. 

Ainsi avec les variables X et Y l'intégrale (3) pono la forme plus 

[f [97 Dy oar, 
et par suite l'équation aux dérivées partielles 

simple 

ay Sy ey ay 
xi Oa UT ber re o 

va devenir 
oy o? y Ou, 9V-, 9p, ey 

D st u zb + —— = 0 
My oy? My oy” x Ox oy oy 

ou en posant p, = u” 

RN E Le a0 3V 
bins „2 dq oy? Ai 21 E 

eo ox ~ dy oy 

Tel est un premier type des équations aux dérivées partielles qui 

nous occupent. Nous ne prendrons pas cependant l'équation précédente 

comme type normal de ces équations. 

Si on pose 

ie 
ft 

l’equation precedente devient: 

SE? 
a BL pe où Ft nes 

Telle est la forme à laquelle peut se ramener l'équation (2), et l'équa- 

«+ cul 

potages 
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tion (1) se trouvera par conséquent ramenée à la méme forme. Nous 
pouvons donc énoncer le théorème suivant: 

Toute équation linéaire aux dérivées partielles de la classe considérée 

peut, par un changement convenable de variables et de fonction, étre ramenée 

à la forme: 
ey 

= + + fa, y)V 

IL 

5. Les applications faites précédemment sur l'équation 

au 9 du 
35 tas at f(z , y)u = 

acquierent donc un intérêt particulier. Nous avons vu que si, dans une 

certaine région du plan, on peut trouver deux fonctions continues B’ et 

D" telles que 
ue a8 Bi 

on pourra faire usage des considerations developpees dans les deux pre- 

miers paragraphes. Nous avons dit que, pour une aire comprise dans 

cette région, une intégrale de l'équation est déterminée par ses valeurs 

sur le contour. C'est là un point fondamental que nous devons mainte- 

nant reprendre, car la démonstration indiquée manque de rigueur et, de 

plus, ne donne aucune indication sur le moyen d'obtenir effectivement 

cette intégrale. Nous nous restreignons, dans cette étude, au cas où la 

fonction f(r,y) a un signe invariable dans la région considérée; la 

question se présente d'ailleurs d'une maniére trés différente suivant que 

la fonction f est positive ou négative dans la région étudiée. Nous allons 

examiner successivement ces deux cas. 

6. L'équation 
22 

sat + ap pt Pe, y)u = Oo, 



333 Emile Picard. 

dans une région du plan où p(x, y) est positive, a fait l'objet d'un mé- 

moire extrémement remarquable de M. Scawarz, publié en 1885 à l'occa- 

sion du jubilé de M. Wetersrrass. Je vais rappeler les résultats essen- 

tiels obtenus par l'éminent géométre de Güttingen. 
: d'u , du : : 

Posant, pour abréger Aw — is a on part de ce point bien connu 

qu'on peut trouver une fonction w de z et y, continue dans un certain 

contour, s’annulant le long de ce contour et vérifiant l'équation 

Au + F(x,y) =o. 

Cette fonction est donnée par l'intégrale double étendue au contour 

- I = * " 

x — x [FE GE, 4,0, y)déds 

ou G(É,z,7,y) désigne la fonction de GREEN relative au contour et au 

point (€,7). Ceci posé, soit donnée arbitrairement une succession con- 

tinue de valeurs le long du contour. Désignons par w 

tisfaisant à l'équation 

, la fonction sa- 

et prenant le long du contour les valeurs données. 

On forme ensuite une suite indéfinie 

sise Ce e 

satisfaisant respectivement aux équations 

Aw + pu, =9, 

AU, + pu, =5 

Au, Erw = 9; 

toutes ces fonctions s'annulant le long du contour; elles se trouvent ainsi 

de proche en proche complètement déterminées et sont données par des 

intégrales définies, 
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M. Scuwarz considére alors la série : 

(S) U=U, HU Hu, +. tut... 

et cherche si on peut obtenir ainsi la solution de l'équation différentielle 

Au + pu = o 

prenant sur le contour les valeurs données. 

Pour répondre à cette question, M. Scawarz introduit une grandeur 

qui joue un rôle essentiel. Formons, en partant de v, — 1 sur le contour, 

la succession 

Dis Vag ovy Vi ie 

analogue aux u; posons alors 

fr = lj pv, v, dady, 

l'intégrale double étant étendue an contour et envisageons la suite 

Mio c AAC a 

à : Wr GC : 
M. Sonwarz établit que le rapport ;—— tend vers une limite finie c. 

n—1 - 

Dans le cas où c est inférieur à l'unité, on peut être certain que la série 

(S) converge, et résout le probléme proposé. 

Quand c — 1, il existe une intégrale de l'équation prenant la valeur 

zéro sur le contour et ne s'annulant pas identiquement à l'intérieur. 

Tels sont les résultats si intéressants dus à M. Schwarz. Je considère 

maintenant un contour situé dans une région du plan, où non seulement 

p(w,y) est positive, mais où de plus on peut trouver des fonctions con- 

tinues B’ et B" de x et y, telles que 

2B" 2 fe 
12 112 

Je dis que pour ce contour, on aura nécessairement 

CET. 

Pour le voir, remarquons d’abord que W, peut s’ecrire 

W, = ff pv, v, ., daddy , 
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k étant um entier compris entre zéro et n, et on a aussi 

Seis Org dank vf] Co Pass 

formules dont on trouvera la dimonbetion, d'ailleurs immédiate, dans 

le mémoire de M. Scuwarz. Nous avons donc 

Hp Î "po dady , 

Vaca = ff (Gr cur + (25) [ere , 

et par suite 

Faisons enfin une dernière transformation. La fonction v, s’annulant sur 

le contour nous avons: 

] lf LG) + (=) u
em pis toy 

= [fae + (2) + («i am 2B ae "mcs 2 Bv, x dady 
CL oy 

ou 

o B" eB’ A Din 
ex zh dy 25 

dans la seconde intégrale, la forme qui figure sous le signe d'intégra- 

tion est définie. Nous en concluons donc que: 

W 2n—1 W ?n = O; 

W. , 

Elle ne peut d'ailleurs étre ici égale à l'unité, car nous aurions une in- 

cest à dire c, ne peut donc étre plus grande que l'unité. 

tégrale de l'équation, uniforme et continue, sannulant le long du contour, 

ce qui est impossible dans la région considérée du plan. Le théoréme 

est donc établi. 
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7. Il a été essentiellement supposé dans ce qui précède, que la 

fonction p(x, y) était positive dans la région du plan où sont situés les 

contours étudiés. M. Schwarz ne considère pas dans son mémoire le cas 

où p(r,y) est négatif; nous allons ici nous occuper de ce cas. Dans 

toute région du plan où p(r, y) est négative, la démonstration donnée 

par la variation de l'intégrale 

(= (= 4 ^ 
Me) + (5) — pu |tedy 

peut trouver sa place. Il est donc vraisemblable qu'une intégrale se trouve 

déterminée par ses valeurs sur le contour; c'est ce point que nous allons 

établir d'une maniére rigoureuse, en méme temps que nous donnerons le 

moyen d'obtenir cette intégrale. 

Considérons tout d'abord l'équation 

9^ ++ plu 

|p| désignant la valeur absolue de p. 
Si le contour est suffisamment petit, conformément à la théorie du 

paragraphe précédent, on pourra intégrer l'équation par une série 

U dw, +. RU +... 

pour des valeurs données sur le contour, et la série des valeurs absolues 

est convergente. Il en résulte que 

Uy — Uy + Us — usd... 

représentera l'intégrale de l'équation: 

au ru 
anti pt pu = 

pour les mêmes valeurs données sur le contour, puisque ici | p| — — p. 

Ceci suppose essentiellement que le contour soit assez petit pour 

satisfaire aux conditions du paragraphe précédent, 
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Avant d’aller plus loin, faisons quelques remarques importantes. 

Soit d’abord pour un contour C d'ailleurs quelconque dans la région où. 

p est négatif, une fonction w vérifiant l'équation 

CET au 
EE d ) —1© aic ay + pu 

et prenant sur C des valeurs positives ou nulles: Je dis qu'elle ne peut 

prendre des valeurs négatives à l’intérieur de C. En effet la courbe 

séparant la région de l'aire où x est négative de celle où w 

est positive, serait une certaine courbe fermée /' (qui peut 

avoir des parties communes avec C) Sur /' la fonction « 

serait nulle, elle devrait donc étre nulle à l'intérieur. Il ne 

peut done y avoir de valeurs négatives pour w. Soit alors w, 

l'intégrale de l'équation 

prenant sur le contour C les mêmes valeurs que a; on aura: 

A(u — wu) + pu = o 

et comme w est positif, on en conclut que: 

U—U, « O0, 

car 4 — «,, qui sannule sur le contour, sera donnée par une intégrale 

dont tous les éléments sont négatifs. Ainsi pour tout point à l'intérieur 

wu est moindre que %,- 

Supposons maintenant le contour C partagé en deux 
A parties AaB et BBA, et désignons par v une intégrale de 

8 l'équation qui prenne sur la premiere partie la valeur 

a zero, et sur la seconde la valeur + 1. Soit v, l'intégrale 

B de léquation Av, — o, satisfaisant aux mémes conditions 

aux limites; on aura d’après ce qui précède v « v,. Or, 

d'aprés une remarque faite par M. Scuwarz, la valeur de v, sur une 

ligne Z joignant le point À au point B (non tangente à C), sera moindre 

que g, en désignant par g un nombre plus petit que un. Nous avons 

done sur L,v <q. 
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Soit enfin, pour terminer ces remarques, # une intégrale de l'équa- 

tion prenant sur AaB la valeur zéro, et sur ABB des valeurs positives 

ou négatives de module maximum g, la fonction 

gv + u 

satisfait à l'équation et est nulle sur la premiére partie du contour et 

positive sur l'autre; elle est done positive sur ALB. Or on a: 

gv + u = gq tut g(v — a); 

or v-—q est négatif; donc gq + u doit être positif. On montre de méme 

en considérant gv — u que gg — u est positif, Par suite |u| est moindre 

que gq. On voit done que le lemme fondamental dont a fait usage 

M. Scuwarz dans ces belles recherches sur l'équation Aw = 0, s'étend a 

l'équation qui nous occupe. 

S. Nous n'avons jusqu'ici pu traiter que le cas où le contour était 

suffisamment petit pour que nous soyons assuré de la convergence des 

séries employées. Nous allons montrer maintenant que, dans une région 

du plan où p(x,y) est négatif, on peut, pour une aire quelconque, ob- 

tenir Vintégrale de l'équation 

prenant une succession de valeurs données sur le contour. 

On peut en effet partager une telle aire en plusieurs autres plus 

petites pour lesquelles on sache, d'aprés ce qui précède, résoudre le pro- 

bléme; de plus on peut s'arranger de manière que ces aires empictent 

les unes sur les autres. Si donc, sachant résoudre le probléme pour 

deux aires ayant une partie commune, on sait le résoudre pour l'aire 

limitée par le périnétre extérieur des contours, nous aurons une solu- 

tion complète du probléme proposé. Or on voit de suite que le procédé 

alterné employé avec tant de succes par M. Schwarz pour l'équation 
\ 

AN = ©, 
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peut être employé pour l'équation 

Au + pu = o. 

C'est ce qui résulte des remarques que nous avons développées au para- 

graphe précédent, et il n'y aurait qu'à réproduire 

maintenant textuellement la belle méthode de M. 

P  Scuwarz.’ Si donc, par exemple, on a résolu le 

probléme pour les contours C et C' on saura le 

résoudre pour l'aire limitée par AaBß. Il devient 

manifeste alors, en allant de proche en proche, que 

nous pourrons intégrer l'équation 

Au + pu = 0 

pour un contour quelconque, situé dans une région du plan où px, y) 

est négatif, en nous donnant arbitrairement les valeurs de w sur ce contour. 

Paris, le 4 novembre 1888. 

" On trouvera exposées d'une manière très complète les recherches de M. ScHwarz 

dans le troisième chapitre de la thèse de M. JurEs RIEMANN sur le principe de DIRICH- 

LET, soutenue récemment devant la faculté des sciences de Paris. 
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ÜBER DAS RAUMLICHE ACHTECK 

» 

WELCHES DIE SCHNITTPUNKTE DREIER OBERFLACHEN 

ZWEITER ORDNUNG BILDEN 

VON 

, H. DOBRINER 
in FRANKFURT a. M. 

Hesse beweist im 26%" Bande von Crelles Journal (p. 152) 

den Satz: 

»Wenn die acht Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter Ord- 

nung mit 0,1,2,3,4,5,6,7 bezeichnet werden, so liegen die 

vier Punkte 

(012,.45), (016734), (745 , 12) 1 759,23) 

oder, was dasselbe ist, die Schnittlinie (745,012) und die Punkte 

(016, 34) und (756, 23) in einer und derselben Ebene.»' 

Dieser Satz enthält eine Erweiterung des Pascal’schen Theorems.” Liegen 

nämlich von den acht Schnittpunkten sechs und zwar die Punkte 1, 2...6 

in einer Ebene Æ (also auf einem Kegelschnitt), so sind die Punkte 
(016, 34) und (756, 23) identisch mit den Punkten (16, 34) und (56, 23) 

1 An der citirten Stelle und vorher Bd. 20, p. 285—308, behandelt Hesse die 

obige Eigenschaft assoeiirter Punkte synthetisch, später analytisch in den nachgelassenen 

Arbeiten Bd. 85, p. 304—316 und Bd. 99, p. 110—127. 

? Vgl. Hesse: Note über die acht Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung. 

Crelles Journ. Bd. 73, p. 371. 

Acta mathematica, 12. Imprimé le 16 mai 1889. 
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der Ebene E, während die Schnittlinie (745 , o12) den Punkt (45, 12) 

enthalt. Die drei Punkte (12 , 45), (23, 56), (34, 61) müssen demnach, 

weil sie gleichzeitig der. Ebene Æ und der durch den Hesse'schen Satz 

festgestellten Ebene angehören, auf einer Geraden liegen. Diese ist aber 

keine andere als die Pascalsche Linie des Sechsecks, dessen aufeinander 

folgende Ecken die Punkte 1,2...6 sind. 

Bezeichnet man mit dem Symbol 

H(612.3.456.7) 

diejenige Ebene, welche durch die Schnittlinie 

(012 , 456) 

und die Punkte 

bestimmt ist, ferner im Grenzfalle, wenn die Punkte 1,2...6 in einer 

Ebene liegen, mit dem Symbol 

P(123456) 

diejenige Pascal'sehe Linie, auf welcher die Punkte 

(12445), (23, 56), (34:561) 

liegen, so kann man das vorhergehende dahin zusammenfassen, dass die 

Ebene H(012.3.457.6) im Grenzfalle die Pascal'sche Linie P(123456) 

enthält. 

Hierdurch ist zwischen H-Ebenen und Pascal’schen Linien eine Cor- 

respondenz hergestellt. Es erschien mir nun als eine lohnende Aufgabe 

zu untersuchen, ob den Eigenschaften der Pascal'sehen Linien, die sich 

in den Sätzen von STEINER, Kirkman, CAyLEY und SALMON aussprechen, 

auch analoge Eigenschaften der entsprechenden H-Ebenen gegenüberstehen. * 

Von diesem Gesichtspunkte aus ist meines Wissens die räumliche Figur, 

welche von den Schnittpunkten dreier Flächen zweiter Ordnung gebildet 

wird, noch nicht behandelt worden. 

Es sei mir gestattet, hier die Sätze übersichtlich zusammenzustellen 

welche im Grenzfalle in die vorhin erwähnten übergehen 

me 
—— 

- 

———— à 
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1.) Nach SrEmNER schneiden sich die drei Pascal'sehen Linien 

P(123456), P(143652) , P(163254), 

oder, was dasselbe ist, die drei Linien 

P(123456), P(325416) , P(521436) 

in einem Punkte. Für die H-Ebenen gelten die beiden folgenden Sätze: 

a) Die drei Ebenen 

(Ob 22 2045 71.16) yl OR 408) 7 2): ,H(01628...257..4) 

schneiden sich in einer geraden Linie. ($ 6.) 

b) Die drei Ebenen 

H(oxa 36457 .6), 4(032.. 5417-6), H(o52.1.437.6) 

schneiden sich in einem Punkte der Ebene (670). ($ 7.) 

2.) Dem Kirkman’schen Satze, dass sich die drei Linien 

P(624153), P(463152) , P(641352) = P(264135) 

in einem Punkte schneiden, steht der folgende gegenüber: 

a) Die sechs Ebenen 

Haeo PARTS es el(d40t5 150 2), (0041357 2), 

EN 026. 137.5). (2040. GS 7.0) O20. 4 135% 7) 

schneiden sich in einem. Punkte. ($ 8.) 

Es entspricht nur einer Vertauschung der Ziffern 2, 3 mit resp. 4,6, 

wenn man einen Kirkman'sehen Punkt als den Schnittpunkt der Linien 

P(123456) , P(163245), P(156342) =P(124365) 

definirt. Für die H-Ebenen hingegen besteht das Analogon in einem 

neuen Satze: 

b) Die vier Ebenen ; 
»* 

EOS 02 c oou 2 247-5) UH O15: 6.347 -2), 

H(012.4.367.5) 

schneiden sich in einem Punkte der Ebene (346). ($ 10.) 
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3.) Vertauscht man in den zuerst angegebenen Symbolen der Pascal’- 

schen Linien, welche sich in einem Kirkman’schen Punkte schneiden, die 

Ziffern 2,4, 6 cyklisch, so erhält man drei Punkte, die (nach CAyLey 

.und SALMON) auf einer Geraden. liegen. Ein wörtlich gleich lautender 

Satz besteht für die durch Satz 2. a) definirten Punkte. (§ 9.) 

Mir ist es zwar nicht gelungen, auch zu den Steiner'schen Linien 

und zu den Salmon'schen Punkten in der ràumlichen Figur entsprechende 

Gebilde zu finden. Ich bezweifle aber nicht, dass sich jeder Satz über 

Pascal'sche Linien als ein Grenzfall eines oder mehrerer allgemeineren, 

die H-Ebenen betreffenden Sätze ergeben wird. 

AN 
= 

Zu den Hesseschen synthetischen Beweisen seines Satzes füge ich 

einen neuen hinzu, der noch weitere Eigenschaften der H-Ebenen er- 

schliessen soll.’ 

Ich ziehe die Geraden (o1) und (75) 

und lege von den Punkten 2, 4, 6 aus die 

Transversalen, welche jene Geraden schneiden. 

Diese Transversalen (22”), (44”) , (66") be- 

— 4 stimmen ein Hyperboloid, welches durch die 

sieben Punkte 0,1,2,4,5,6,7 geht; wegen 

S der Fundamental-Eigenschaft der Schnitt- 

punkte dreier Flächen zweiter Ordnung muss 

es dann auch den achten Punkt 3 enthalten. 

Von diesem lasst sich also eine Linie (33’) 

ziehen, welche die drei Transversalen schneidet. 

Man hat dann zweimal drei Erzeugende des Hyperboloids mit neun Schnitt- 

punkten, die ich in folgender Weise bezeiehne: 

(o1 ; 224) == AU (3^3 à 22%) — Jy - (75 ; 222) E G d 

(01,44) — B, (3'3 , 44") = C”, (75 » 447) = À, 
(90H 10, (3/9: 2062), Weir (75,667), —3B 

' Man vgl. die Anmerkung zu S 6. 
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Die Gerade BC ist die Schnittline (012 , 457), 

» QA.» » (323, 567) und 

» AB pitts » (3/34 , 610), 

folglich liegt auf CA der Punkt (23,567) und auf AB der Punkt 

(34,610). Mithin sind die Schnittlinie (or2 , 457) und die beiden Punkte 

(23, 567) und (34, 610), — wie es der Hesse'sche Satz behauptet, — in 

einer Ebene enthalten, nämlich in der Ebene ABC. 

Sucht man in einer beliebigen Ebene Æ die Spuren der Geraden 

und Ebenen der vorstehenden Figur, so findet man durch die sechs Er- 

zeugenden des Hyperboloids sechs Punkte eines Kegelschnitts (a, 5, c, d, e, f) 

bestimmt, und durch die Ebene ABC eine Linie P, welche die drei 

Punkte (ab, de), (bc, ef), (cd, fa) enthält. Damit ist ein einfacher Be- 

weis für das Pascal’sche Theorem gegeben. Man kann auch umgekehrt 

von sechs Punkten 1, 2...6 eines Kegelschnitts ausgehen und zur Con- 

struction der Figur zwei beliebige von 1 und 5 aus in den Raum ge- 

zogene windschiefe Linien (10) und (57) zu Hülfe nehmen. 

Sr 
to 

Das Symbol 

H(012.3.456.7) 

soll die H-Ebene darstellen, welche durch die Linie (012, 456) und die 

beiden Punkte (32, 567) und (34, 107) bestimmt ist. 

Vertauscht man o mit 1, oder 5 mit 6, oder 2, 1 , O mit resp. 

4, 5,6, so bleiben die Elemente, welche die H-Ebene definiren, dieselben. 

Für jede H-Ebene sind mithin 8 Symbole vorhanden: 

H(012.3.456.7), H(102.3.456.7), H(012.3.465.7) , H(102.3.465.7), 

EH (6943-210: 7) Hf (6542: 20. 7) EH(5 64. 3:2x0. 7) -H(564.3.201.7). 

Da nun die Zahl aller móglichen Symbole 18 ist, so schliessen wir: 

Es giebt | 7 — 5040 H-Ebenen für die Schnittpunkte dreier ge- 

gebenen Oberflächen zweiter Ordnung. 
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Nenne ich (012, 345) eine Linie Z und (or, 234) einen Punkt V, so 

ist die Zahl aller Linien Z gleich 280 und die.Zahl aller Punkte V 

gleich 560. Auf jeder Linie L liegen 6 Punkte V und durch jeden 

Punkt. V gehen 3 Linien L; so liegen z. B. auf (012, 345) die Punkte: 

(12 ,.345) (205 345), (01, 545) 45.012), (53% 012) (64, 012); 

durch (or, 234) gehen die Linien: 

(501 , 234), (601 , 234), (701 , 234). 

Jede H-Ebene enthält eine Linie L und durch jede Linie Z gehen 18 H- 

Ebenen, denn aus H(012.6.345.7) erhält man weitere durch (012, 345) 

gehende H-Ebenen, wenn man folgende Vertauschungen gesondert oder 

gleichzeitig vornimmt: 

A 

by Eg Des nie + 
c) o n 

In jeder H-Ebene liegen 8 Punkte V, von welchen 6 der Linie L an- 

gehören; diese nenne ich Punkte der zweiten Art, die beiden andern 

mit o oder mit r, 

Punkte der ersten Art. 

Durch jeden Punkt V gehen 3 Linien L, und durch jede derselben 

18 H-Ebenen; es gehen also durch jeden Punkt V 54 H-Ebenen, für 

welche er ein Punkt der zweiten Art ist. Für 18 andere H-Ebenen ist 

er ein Punkt der ersten Art; z. B. ist (01r, 234) ein Punkt der ersten 

Art für H(345.0.167.2) und diejenigen H-Ebenen, deren Symbole man 

durch folgende Vertauschungen erhält: 
e 

a) 2 mit 3 oder mit 4, 

b) 5 3» ©» D. 

c) oO » I. 

Se ^ 

Zieht man die Verbindungslinien zwischen den acht V-Punkten der 

Ebene H(o12.3.456.7), so erhält man ausser L 13 Linien, die ich in 

fünf Gruppen ordne: ; 
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(a) | (32, 567) — (34, 107); 

(b) (325 567) — (56 , O12), (34, 107) — (ot , 456); 

(©) (32 567) — (20, 456), (32, 567) — (21 , 456), 
(34, 017) — (45 , 012), (34, 017) — (46, 012); 

(d) (82, 567) — (01, 456), (34, 017) — (56, 012); 

(e). © (32, 567) — (45,012), (32 , 567) — (46, 012), 

(34, 017) — (20, 456), (34 , 017) — (?1 , 456). 

Durch die beiden "Punkte der Gruppe (a) geht nur die eine Ebene 

H(012.3.456.7), ebenso durch jedes Paar der Gruppe (b)  Hingegen 

gehen durch (32, 567) und (20, 456) die Ebenen 

H(012.3.456.7) 

.H(312.0.756.4); 

ebenso gehen durch jedes Paar der Gruppe (c) 2 H-Ebenen. 

Durch (32, 567) und (or , 456) gehen: i 

| H(012.3.456.7), H(230.1.756.4), 

H(013.2.456.7), H(231.0.756.4); 

durch das andere Paar aus (d) gehen gleichfalls 4 H-Ebenen. 

Durch (32, 567) und (45, 012) gehen: 

'"Hi(on2us 56:7) (123-4. 567-0), 

:H(012.3.457.6),H(023.4-567.1). 

Nennt man die Verbindungslinie zweier Punkte der Gruppe (e) eine Linie 

A, so dass A definirt ist als die Verbindungslinie von (32, 567) und 

(45,210) oder zweier anderen JV-Punkte, die aus diesen hervorgehen, 

wenn man 0,1 el durch eine beliebige Permutation ersetzt, so kann 

man den Satz aussprechen: 

Jede H-Ebene enthält 4 Linien A, und durch jede Linie A gehen 

4 H-Ebenen. 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 21 mai 1889. 44 
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Die Zahl der A muss also gleichfalls 5040 sein. In der That gehen von 

jedem Punkte V 18 Linien A aus, so dass die Zahl derselben 

560.18:2 — 5040 

»Die 5040 H-Ebenen und: die 5040 A-Linien bilden eine räum- 

liche Configuration von der Art. dass jede Ebene vier Linien enthält, 

und durch jede Linie vier Ebenen hindurch gehen.» 

$ 4. 

Die vorhergehende Zusammenstellung der (wesentlich) verschiedenen 

Paare von V-Punkten, von welchen jedes mindestens in einer H-Ebene 

liegt, wird es im einzelnen Falle ermóglichen zu entscheiden, ob sich durch 

zwei gegebene V-Punkte überhaupt //-Ebenen legen lassen, und wie gross 

etwa die Anzahl derselben ist. 

Liegen vier V-Punkte in einer Ebene, und gehen durch zwei Gegen- 

seiten des von ihnen gebildeten Vierecks je 2 (oder 4) H-Ebenen, so hat 

der Schnittpunkt der Gegenseiten die besondere Eigenschaft, dass sich in 

ihm 4 (oder mehr) H-Ebenen schneiden. 

Ich führe einige Fälle dieser Art an, ohne entscheiden zu wollen, 

ob sie die einzigen, überhaupt möglichen sind. 

Nach $ 3 liegen die Linie (d) zwischen (23, 567) und (or , 456) 

und die Linie (e) zwischen (34,017) und (21, 456) in der Ebene 

H(012.3.456.7); zugleich gehen durch jede der beiden Linien überdies 

noch 3 H-Ebenen; folglich treffen sich in ihrem Schnittpunkt im ganzen 

7 H-Ebenen. 

Betrachtet man ferner die Ebene, welche durch den Punkt (5) und 

die Linie (012, 034) bestimmt ist; sie enthält 22 V-Punkte und unter 

diesen die vier j 

(12,034), (34, 012), (o5 , 167), (05 , 367). 
Durch die Linie 4, = (12, 034) — (05, 167) gehen die Ebenen 

H (340. 5.216.7) HN Bom. o 70, 2) 

to © 
ST [9 A H,(340.5.217.6) , H,(405. 
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und dureh die Linie 4, = (34 , 012) — (05, 367) die Ebenen 

H°(120.5.436.7) , #'(105.4.367.2), 

H'(12073.437.0), JE" (o5 .4.367.1); 

in dem Schnittpunkt von A, und A, treffen sich also 8 H-Ebenen. Liegen 

die Punkte 1,2...6 in einer Ebene Æ, so fallt der Schnittpunkt von 

A, und A, in den Punkt. (12, 34), folglich müssen durch diesen die acht 

Linien gehen, in welchen. E von den Ebenen H,, H°,..., H" ge 

schnitten wird. - 

Nun sind aber, wie man leicht erkennt, die Durchschnitte von E mit 

[ER UE OR: er MUN: ig A © FL N «N 

die Linien 

(34), (12), P(352164), P(154362), P(452163) , P(254361), 

während die Ebene E von H, und // in unbestimmten, aber jedenfalls 

durch (12, 34) gehenden Linien geschnitten wird. Wir können also 

M 

schliessen, dass die angeführten Paseal'schen. Linien (von denen die beiden 

letzten identisch sind) durch den Punkt (12,34) gehen, ein Ergebniss, 

das auch unmittelbar aus der Bedeutung der Symbole P hervorgeht. 

Zum Schluss betrachte ich noch die Ebene durch die beiden vom 

Punkte (o) ausgehenden Linien (012, 034) und (015, 036) und in der- 

selben. die vier V-Punkte 

(125034), (15 , 036), (34,012), (36 , 015). 

Durch die Verbindungslinie der beiden ersten gehen 

H(634.3.227.6) Nude (036:2.157.4), 

und durch die Verbindungslinie der beiden letzten 

H(o12.6:347.5) und H(015.4.367.2). 

Im Schnittpunkt der beiden Verbindungslinien treffen sich also 4 H-Ebenen. 
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$ 5. 

Neben den Punkten V enthàlt jede H-Ebene noch eine Reihe an- 

derer Punkte, die ebenfalls unmittelbare, wenn auch nicht gleich einfache, 

Beziehungen zu dem Systeme der Punkte o0, 1...7 haben. 

Um sie zu finden, bediene ich micli einer Methode, die schon Hesse 

beim ersten Beweise ' seines Satzes angewandt hat, und die sich auf die 

von ihm gefundene Eigenschaft der Schnittpunkte dreier Flächen zweiter 

Ordnung stützt, dass sie, auf beliebige Art in zwei Gruppen von je vier 

geteilt, als die Ecken zweier Polartetraeder in Bezug auf eine (durch sie 

bestimmte) Fläche zweiter Ordnung angesehen werden können. 

a) Es seien (0, 1, 2, 3) die Ecken des einen, und (4, 5, 6, 7) die 

Ecken des andern Tetraeders; ich suche den Pol der Ebene H(012.7.356.4) 

in dem durch jene bestimmten Polarsystem. Die reciproke Polare der 

Linie (012, 356) geht durch die Punkte (3). und (47 , o12); die Polare 

von (27 , 456) ist die Ebene durch den Punkt (7) und die Linie (013,456); 

die Polare endlich von (73,014) ist die Ebene durch (012, 456) und 

(23, 567) d. h. die Ebene H(o12.3.456.7). 

Es besteht mithin der Satz: 

»Der Punkt p, in welchem die Linie [(3) — (47, 012)| die Ebene 

((7) — (013 , 456)] schneidet, liegt in H(012.3.456.7).» 

Ein zweiter Punkt p in H ist der Durchbohrungspunkt der Linie 

l(3) — (27, 564)] mit der Ebene [(7) — (563, 201). 

b) Ich polarisire ferner die Ebene H(017.3.426.5) in Bezug auf 

die Tetraeder (0127) und (3456). Die reciproke Polare von (017 , 426) 

ist die Linie [(2) — (35, 017), die Polare von (34,015) die Ebene 

[(56)—(27,346)] und die Polare von (37, 265) die Ebene durch (012,456) 

und (34, 017), das ist die Ebene H(o12.3.456. 7): - 

»Der Punkt 4, in welchem die Linie [(2) — (35, 017)] die Ebene 

[(56) — (27, 346)] trifft, liegt in H(o12.3.456.7)» 

* Crelles Journal, Bd. 20, p. 305. 
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In derselben H-Ebene giebt es noch drei Punkte 4, deren Symbole man 

findet, wenn man zuerst 2, 1,0 mit resp. 4, 5, 6, und dann 5 mit 6 

vertauscht. 

c) Es werde H(015.7.326.4) polarisirt in Bezug auf die Tetraeder 

(0123) und (4567). Die reciproke Polare von (015, 326) ist die Linie 

[(23,467)—(01,457)]|, die Polare von (57, 264) die Ebene [(46) — (57,01 3)] 

und die Polare von (37, 014) die Ebene [(o12 , 456) — (23, 567)| d. i. 

H(ots:53:496.7). 

»Der Punkt r, in welchem die Linie [(23 , 467) — (o1 , 457)] 

die Ebene [(46) — (57 , o13)] trifft, liegt in H(o12.3.456.7).» 

Durch dieselben Vertauscliungen wie in b) findet man die Symbole der 

drei übrigen Punkte r, die noch in H liegen. 

d) Schliesslich gelangt man, indem man /(250.7.314.6) in Bezug 

auf (0127) und (3456) polarisirt, zu dem Satze: 

»Der Punkt s, in welchem die Linie [(17 , 346) — (56, 207)] 

die Ebene [(21) — (35 , 027)] trifft, liegt in H(o12.3.456.7).» 

Die Zahl der Punkte s ist 8; die Symbole der übrigen erhält man, wenn 

"man gesondert und gleichzeitig o mit 1, 5 mit 6, und o, r , 2 mit resp. 

5,6, 4 vertauscht. 

$ 6. 

Wir gehen wieder auf die Figur des $ 1 zurück, um neue Be- 

ziehungen zwischen H-Ebenen kennen zu lernen.' | 

Die Ebene ABC enthielt die Linie (012,457) und die Punkte (32,567) 

und (34, 601); es ist mithin 

A450. 111912.8.457,6) 

! In: diesem Paragraphen sind nur die Resultate der Hesse’schen Abhandlung 

- Über das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid (Crelles Journal, Bd. 24, p. 40— 

43) reproducirt und für die Configuration der H-Ebenen verwerthet. Den Übergang aus 

dem Raum in die Ebene bewerkstellist Hesse, indem er die Erzeugenden des Hyperboloids 

sich unendlich einer Ebene nähern lässt und dadurch zu einem Brianchon schen Sechseck 

gelangt. Die oben in S I hergestellte Beziehung zu einem Pascal'schen Sechseck verdient, 

wie ich glaube, den Vorzug vor jenem Grenzübergange, 
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Vertauscht man die Ziffern 2, 4,6 cyklisch, so machen sowohl die Buch- 

staben ABC als ihre Indices die cyklische Vertauschung mit; demnach ist 

A. By Gs dione ns Abr 4% 

ArB GY On ES 067 ens 

ABYC —cH(on6: 322 5/7 -A) = Ei 

Ferner ist A’A” = (014,257), ALA — (016, 323^) und AA (7567 599. 

mithin 

AA AY. = H(014.3:257. 0) => 4, 

5762) BEB = Honea 4 

COCO 2.2057 ep re 

Nun ist 

5 

BC = (012 3050), 

BCs (4575 3053); 

folglich schneiden sich 

BC, B'C', B"C" in dem Punkte p, = (012, 3'36, 745), 

CA, DAR (OR » » Po E (014 5 3 32 > 765), 

IU ASE AE » » p, = (016 

Diese drei Punkte gehören aber zugleich den drei Ebenen H, H', H" an, 

folglich müssen sie in einer Geraden St = (p,p,p,) liegen. 

Ferner findet man, dass sich schneiden 

AA, BB" OC im dem «Punkte? p. — (om 3756, 752) 

AA Bap: o" 0 » » p — (016, 3824754), 

. AA’ m É CC! » » p= (o12 : 35345 756) 

Diese drei Punkte müssen gleichfalls, weil sie den drei Ebenen H,, H,, H, 
LZ 

€ NE Or D D 3 ay d ape i — 1 à angehóren, auf einer Geraden St, = (pp'p") liegen. 
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Hiermit ist der Satz bewiesen: 

»Die drei Ebenen 

Hd — Hors 05526), 

Hr =sH(014.3.6537:2); 

HU —2010,3.257.4) 

schneiden sich in einer geraden Linie St.» 

Die Symbole der Ebenen H,, H,, H,, die sich in der Geraden Sf, schnei- 

den, gehen aus den vorstehenden durch Vertauschung von 2 mit 4 hervor. 

Im Grenzfalle, wenn die Punkte 1, 2...6 in einer Ebene E liegen, 

wird nach den Bemerkungen in der Einleitung die Ebene E 

von H in der Pascalschen Linie P(123456), 

Deal D » D.,,„2(143652), 

» 53 75 » »-..P(163254) 

geschnitten. 

Aus unserm Satze folgt dann, dass sich diese drei Pascal'schen Linien 

in einem Punkte treffen. In der That liefern sie, wie bekannt, einen 

Steiner'schen Punkt. Die Linien S? sind also Analoga zu diesen Punkten 

der Pascal'schen Figur. 

Die beiden den Linien S¢ und Sf, entsprechenden Punkte heissen 

Steiner'sche Gegenpunkte. 

Die Ebenen (012), (3’36), (754) sind sämmtlich Tangentialebenen 

des Hyperboloids und berühren dasselbe in den Punkten A”, A, À’. 

Mithin ist i 
p, der Pol der Ebene H,, 

Ps » » IT. 9 

Ps » » H,. 

In gleicher Beziehung stehen die Punkte p, p,p" zu den Ebenen 

H, H', H". Daraus folgt der Satz: 

»Die Linien S? und Sf, sind reciproke Polaren in Bezug auf 

das Hyperboloid, das durch die Linien (01),(57) und die Punkte 

2,3,4,6 bestimmt ist.» ; 

Ihm entspricht in der Ebene der Hesse'sche Satz: 

»Zwei Steiner'sche Gegenpunkte sind harmonische Pole in Bezug 

auf den Kegelschnitt, dem das Pascal'sche Sechseck eingeschrieben ist.» 
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Man erkennt leicht, dass jede H-Ebene nur durch eine Linie St geht; 

es giebt also im ganzen 5040:3 = 1680 Linien St. 

$ 7. 

. Die Symbole der drei Pascal'schen Linien, welche den der Linie St 

entsprechenden Steiner'sehen Punkt liefern, gehen auch aus P(123456) 

hervor, wenn man nicht 2,4,6 sondern 1,3,5 cyklisch vertauscht. Es 

fragt sich nun, welche Beziehungen bestehen zwischen den drei Ebenen 

H = Hon 2:3. 457:6); 

Tl Hosen se TEL 

Ve Hose amato) 

Ich betrachte die drei Hyperboloide, welche die Construction dieser Ebenen 

vermitteln. Jedes von ihnen enthält die acht Punkte o, 1...7; sie unter- 

scheiden sich aber durch die Geraden (ik), die ihnen als Erzeugende zu- 

gehören; beim ersten Hyperboloid sind es die Linien (o1) und (75), beim 

zweiten (03) und (71), beim dritten (05) und (73). 

Am deutlichsten werden die folgenden Figuren die Entstehungsart 

der Hyperboloide und die Lage der Ebenen H = (ABO), 'H = (A'B'O), 

"H = ("A"B"C) veranschaulichen. 
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Man ersieht nun, dass in Fig. 2 (AB) mit (06) einen Punkt p, und (AC) 

mit (76) einen Punkt » gemein haben, und dass man y mit (06, 3/34) 

und » mit (76, 3'32) bezeichnen kann.  Entsprechendes findet an den 

beiden andern Figuren statt. 

Die Ebene (076) wird also 

von der Ebene H in der Linie y» geschnitten, 

» » AER vs » ‘py » 

» » FEED » "nv » 

worin 

= (06,334) ‘w= (06, 5'54), — "u = (06,114) 

drei Punkte der Linien (06) sind, und 

y = (76 , 332), =a ROS J^ UE UL MEI 3) 

drei Punkte der Linie (76). 

Kann ich nun nachweisen, dass das Doppelverhältniss der Punkte 

(6, p, n,"p) gleich dem Doppelverhältniss der Punkte (6,»,'y,’v) ist, so 

folgt daraus, dass sich die drei Linien jw ,'u'»,"p"» in einem Punkte 

treffen, und dass der Schnittpunkt der drei Ebenen H,'H,"H in die 

Ebene (076) fällt. 

Diesen Nachweis führe ich folgendermassen. Es schneider sich, wie 

ich zeigen werde 

» (114 4), (55° ri DER » — (449), 

» (11'6), (3: '6),(55/6)-»  » »'' (667) 

Folglich giebt es ein Hyperboloid, welches die Linien (11), (33), (55') und 

die Punkte 2, 4,6 verbindet. Auf diesem lässt sich von 6 aus eine 

Transversale (66' ziehen, welche mit den Erzeugenden (11’) , (33), (55°) 

zu einem System gehórt. Diese Erzeugenden sind aber die Durchschnitts- 

linien entsprechender Ebenen zweier Büschel von gleichem Doppelverhilt- 

niss; d. h. die Ebenen 

(ney; (aq oy 552), (06/2) 

haben dasselbe Doppelverhältniss wie die Ebenen 

(114) , (33'4) ; (554) , (664). 
Acta mathematica. 12. Imprimé le 18 mai 1889. 45 
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Und hieraus folgt schliesslich, dass, wenn die ersten die Linie (76) in 

den Punkten ("»»'»6), die anderen die Linie (06) in den Punkten ("p p'p6) 

schneiden, die Doppelverhältnisse beider Punktreihen gleich sein müssen. 

Es erübrigt nur noch zu beweisen, dass die Ebenen (11'2),(33'2),(55'2) 

sich in einer Linie schneiden, [die von (2) ausgeht). Aus Fig. 2. ist er- 

sichtlich, dass man für (33/2) auch das Symbol [(3) — (012, 752)] wählen 

darf. Also ist 

Die Punkte (o) und (7) kann man durch zwei andere ersetzen, die in der 

Ebene (135) liegen, nàmlich durch 

ST 
D [S] [#27 Cn — a — (02,135) und, 1/2 — 

Dann hat man 

oder wenn man 

setzt: 

(11'2) = (1a), — (332) = (302) — (55/2) = (502). 
Nun schneiden sich aber die drei Linien (ra), (30), (5c) in einem Punkte 

(2°), weil die 6 Linien (1a), (1/9), (3a), (3%), (5a), (54) ein Brianchon'sches 

Sechseck mit den auf einander folgenden Ecken. (1c3a5b) bilden, folglich 

haben die Ebenen (11'2) , (33/2), (552) die Linie (22°) gemein. 

Das Ergebniss dieser Betrachtungen ist also der Satz: 

»Die drei Ebenen 

H( G12. 245606), 

H(032.5.417.6), 

H(052.1.437.6) 

schneiden sich in einem Punkte ¥ der Ebene (670).» 
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Man erkennt leicht, dass die Ebene H(012.3.457.6) noch durch drei 

andere Punkte Y geht, denn man kann die Ziffern 1,53, 5, die cyklisch 

zu vertauschen sind, durch 035, 137 oder 037 ersetzen. 

Jede H-Ebene enthält also 4 Punkte X. 

Die Zahl der Punkte X ist 5040.4:3 — 6720. 

In jeder dureh drei von ‘den Punkten 0, 1...7 bestimmten Ebene 

liegen 120 Punkte X. 

oo N 

Es werde die Ebene H(o12.3.457.6) polarisirt in Bezug auf die 

Polartetraeder (0246) und (1357). 

Zu (012, 457) ist die Linie ((46, 357) — (13, 026)] conjugirt; die 

Polare von (23, 567) ist die Ebene [(046, 157) — (13, o24)], d. i. 

H(046.3.157.2); die Polare von (34,016) die Ebene [(026,157)-—(24,357)], 

d. 1. H(062.4.157.3). 

Daraus folgt: 

»Die Linie A = ((46, 357) — (13, 026)| trifft den Durchschnitt 

der beiden Ebenen H(046.3.157.2) und H(062.4.157.3) in einem 

Punkte K.» " 

Berücksichtigt man, dass durch A 4 H-Ebenen hindurchgehen (§ 3), so 

hat man den Satz: 

»Die sechs Ebenen 

H(062.4.157.3), H(064.1.357.2) , H(264.1.357.0), 

HH (4673-057: 2), (0264-137. 5), H(026:4.135.7) 

schneiden sich in einem Punkte X.» 

Liegen die Punkte 1,2...6 in einer Ebene E, so haben mit ihr die 

H-Ebenen der ersten Vertikalreihe die Pascal’schen Linien 

P(624153) und  P(463152) 

gemein, jede der beiden H-Ebenen der zweiten Reihe die Pascal'sche 

Linie P(641352), während die letzten zwei H-Ebenen mit ihr zusammen- 

fallen. Aus unserem Satz folet also für die ebene Figur, dass sich 
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»die drei Pascal’schen Linien 

P(624153) , P(463152) , P(641352) 

in einem Punkte A schneiden.» 

Dieser Punkt ist bekanntlich ein Kirkman'scher Punkt; in der räumlichen 

Figur werden wir also K als das Analogon zu einem Kirkman'schen 

Punkte ansehen.' 

K ist definirt durch das Symbol 

(64 , 357) Ex (13 , 260) 

K H(062.4.157.3) 

H(046.3.157.2) | 

Vertauscht man hierin 1) o mit 2, 2) 0, 1,2, 3 mit resp. 5,4,7, 6 

und 3) 0,1,2,3 mit resp. 7,4,5,6, so erhält man drei andere Punkte 

K, die aber alle auf derselben Linie A liegen. Jede Linie A enthält 

also 4 Punkte K, und 

»die Zahl der Punkte K ist 5040.4 — 20160.» 

Wir suchen nun die Zahl derjenigen Permutationen der Ziffern o, 1...7, 

welche in.K das Symbol einer der H-Ebenen unverändert lassen. 

Zunächst setzen wir in K für 4,6,3,2 resp 6,2,4,3 und 

finden 

| (26 , 457) — (14, 320) 

K * H(023.6.157.4) | 

| H(062.4.157.3) 

Vertauschen wir dann in K sowohl, wie in K, 1) o mit 6, 2) 1,5,7 

mit resp. 2, 6,0 und 3) 1,5,7 mit 2,0, 6, so bleibt das Symbol 

H(062.4.157.3) unverändert und wir schliessen: 

! Die Methode dieses Paragraphen ist eine Nachbildung derjenigen, vermittelst 

weleher G. BAUER die teilweise Polarität zwischen Pascal schen Linien und Kirkman - 

sehen Punkten nachgewiesen hat. (Abh. d. Bayer. Akad. d. Wissensch., Bd. 11, p. 

III—I39. 1874.) 
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»In jeder H-Ebene liegen 8 Punkte K, die keiner ihrer 4- 

Linien angehóren.» 

Uberdies hat jede H-Ebene 4 Linien A mit je vier Punkten K, folglich 

enthält jede H-Ebene im ganzen 24 Punkte K, und, da durch jeden 

Punkt K 6 H-Ebenen gehen, ist 5040.24:6 — 20160 die Zahl der über- 

haupt vorhandenen Punkte K. 

$ 9. 

Durch cyklische Vertauschung der Ziffern 2, 4, 6 findet man aus 

und 

[02] - ox “I Oo 
— 

K war der Pol von H(012.3.457.6) in Bezug auf die Polartetraeder 

(0246) und (1357); K und X” sind mithin in demselben Polarsystem 

die Pole von H'(014.3.657.2) und H"(016.3.257.4). Da aber H, H', H" 

sich in einer Linie schneiden (§ 6), so folgt: 
»Die drei Punkte K, K', K" liegen auf einer Geraden C.» 

Diese Linie C entspricht einer (Salmon-) Cayley'schen Linie der Pascal’- 

schen Figur. 
Die Zahl der Linien C ist 1680.4 = 6720, denn jeder Linie Sf 

entsprechen vier Linien C, weil man als erstes Polartetraeder jedes der 

vier folgenden (0246), (1246), (5246). (7246) wählen kann. 
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$ 10. 

In $ 7 ist nachgewiesen worden, dass jede durch drei der Punkte 

O,1...7 bestimmte Ebene 120 Punkte enthält, die Steiner'schen Punkten 

der: Pascal’schen Figur entsprechen. Es lässt sich nun zeigen, dass in 

jeder dieser Ebenen auch solche Punkte liegen, dié Kirkman'schen Punkten 

entsprechen. 

Ich ziehe in der Ebene (346) drei gerade Linien, 1) die Linie (34), 

2) den Durchschnitt (016, 346) und 3) die Spur der Ebene H(016.3.427.5), 

d. i. die Linie, welche durch die Punkte (36, 275) und (34, 015) geht. 

Diese Linien 1), 2), 3) bilden ein Dreieck 4; in Verbindung mit 

demselben betrachte ich das Dreieck 4' mit den Seiten 

1’) (012,346) 2’) (457,346, 3) (36). 

Die. Seiten 1) und 1’) schneiden sich in dem Punkte (34,012), die Seiten 

2) und 2" in dem Punkte (016, 457 , 346), schliesslich die Seiten 3) und 

3’) in dem Punkte (36, 275). Diese drei Punkte liegen aber auf dem 

Durchschnitt der Ebene H(016.3.457.2) mit (346), folglich müssen die 

Linien, welche die entsprechenden» Ecken der Dreiecke 4 und 4' verbinden, 

durch einen und denselben Punkt gehen. 

Die Ecke x , 2) in 4 ist der Punkt (34, 016), die Ecke (1', 2’) in 

' der Punkt (012, 457, 346) und ihre Verbindungslinie der Durchschnitt 

von H(012.3.457.6) mit (346). 

Die Ecke (2, 3) in 4 ist der Punkt (016, 427, 346), die Ecke (2’, 3’) 

in J der Punkt (36, 457) und ihre Verbindungslinie der Durchschnitt 

von H(016.3.247.5) mit (346). 

Da schliesslich die Ecken (1,3) und (1’, 3’) in die Punkte (34, 015) 

und (36, 012) fallen, so können wir den Satz aussprechen: 

»Die Verbindungslinie der Punkte (34, 015) und (36, 012) trifft 

den Durchschnitt der Ebenen H(012.3.457.6) und H(016.3.247.5) 

in einem Punkte x», 

oder, wenn man noch die H-Ebenen berücksichtigt, die durch die beiden 

V-Punkte gehen, in anderer Form: 
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»Die vier Ebenen 

H (01223345716) , H(org.6:347532), 

H(016.3.247.5) , H(o12.4.367.5 
GE 

schneiden sich in einem Punkte x der Ebene (346).» 

Es ist leicht zu zeigen, dass im Grenzfalle der Punkt x in einen Kirk- 

man'schen Punkt übergeht. 

S LI. 

Zum Schluss vervollständigen wir die Resultate, die mit Hilfe der 

in $ 5 u. f. f. angewandten Methode zu erlangen sind. 

Die acht Punkte o, r... 7 lassen sich auf 35 Arten in zwei Gruppen 

von je vier ordnen. Es giebt also überhaupt 35 Polarsysteme. Sucht 

man in jedem dieser Systeme den Pol einer und derselben H-Ebene, so 

erhält man 35 Punkte, die sich aber in 10 Gruppen von Punkten we- 

sentlich gleichen Characters ordnen lassen. In $ 5 haben wir Repräsen- 

tanten von 4 Gruppen, und in $ 8 einer fünften Gruppe kennen gelernt. 

Von. den fünf übrigen Gruppen enthàlt die eine nur V-Punkte als Pole 

von H-Ebenen. 

Polarisirt man nämlich H(o12.3.456.7) in Bezug auf (o123) und 

(4567), so findet man als reciproke Polare von (012,457) die Linie (37), 

als Polare von (23, 567) die Ebene (014) und als Polare von (34,017) 

die Ebene [(012, 567) —(23, 456)|. Der gesuchte Pol ist also der Punkt 

(37,014), der in der That mit (012, 567) und (23,456) in einer Ebene 

liegt, nämlich in H(012.3.756.4). 
a) Ferner sei H(012.3.456.7) zu polarisiren in Bezug auf (0157) und 

(2346). Die reciproke Polare von (012,456) ist die Linie 

[(57, 346) — (23 , 017)], 

die Polare von (34,017) die Ebene (265) und die Polare von (23, 567) 

die Ebene [(46)— (01,234). Da nun die beiden letztgenannten Ebenen 

die Punkte (6) und (401, 234, 256) gemein haben, so besteht der Satz: 

aC P ——Ü 

ue 
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»Die vier Punkte 

(6), (014, 234, 256), (57, 346), (23, 017) 

liegen in einer und derselben Ebene.» 

Man kann den Satz auch wie folgt bewiesen. Auf der Linie (657, 346), 

welche die Punkte (6) und (57, 346) verbindet, liegt auch der Punkt 

(34.567) Durch diesen und durch den Punkt (23,017) gehen aber die 

Ebenen H(014.3.256.7) und (234), folglich liest auf ihrer Verbindungs- 

linie der Punkt 
(014% 256 224): 

b) Es seien (2347) und (0156) die Tetraeder und H(o12.3.456.7) 

wiederum die Ebene, deren Pol bestimmt werden soll. Die reciproke 

Polare von (012, 456) ist der Linie [(56 , 347) — (or , 237)], die Polare 

von (23,567) die Ebene [(47)— (o1, 234)| oder, was dasselbe ist, die Ebene 

((7)—(014,234)|, die Polare von (34,017) die Ebene [(7) — (256, 234)]. 

Es muss also der Durchschnitt der beiden Ebenen [(7) — (014, 234)| und 

[(7) — (256, 234)| mit den beiden Punkten (56, 347) und (or , 237) in 

einer und derselben Ebene liegen. Da aber dieser Durchschnitt durch 

die Punkte (7) und (014,234,256) bestimmt ist, so hat man den Satz: 

»Die vier Punkte 

(7), (014, 234, 256), (56, 347), (01 , 237) 

liegen in einer und derselben Ebene.» 

Dieser Satz lässt sich auch folgendermassen beweisen. 

Die beiden von (7) ausgehenden Linien (765, 347) und (710, 723) 

bestimmen eine Ebene, welche die drei Punkte 

(7) (865.5947), 1075 7) 

enthalt. Auf der ersten Linie liegt aber der Punkt (34, 567), und auf 

der zweiten der Punkt (23,017). Durch diese beiden gehen die Ebenen 

H(014.3.265.7) und (234), folglich liegt auf ihrer Verbindungslinie auch 

der Punkt 

(014 , 265 , 234). 

c) Polarisirt man drittens H(o12.3.456.7) in Bezug auf (0134) 

und (2567), so findet man: 
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»Die Punkte (34, 567) und (27, 01:3) liegen mit dem Durch- 

schnitt der beiden Ebenen [(2) — (014, 567)] und [(o1) — (34, 256)) 

in einer Ebene.» 

d) Zum Schluss suche ich noch den Pol von H(047.3.126.5) in 

Bezug auf die Polartetraeder (0127) und (3456). Die reciproke Polare 

von (047,126) ist die Linie [(12, 356) — (07, 345)}, die Polare von 

(37,256) die Ebene [(012, 456) — (34, 701)] d. i. H(012.3.456.7) 

und die Polare von (13, 045) die Ebene [(702 , 456) — (36 , 127)] d. i. 

H(720.3.654.1). Der Durchschnitt von H(012.3.456.7) und H(720.3.654.1) 

liegt also mit den Punkten (12, 356) und (07, 345) in einer Ebene. 

Berücksichtigt man, welche H-Ebenen durch diese Punkte gehen, 

so gelangt man zu dem Satz: 

»Die sechs Ebenen 

H(012.3.456.7) , H(120:7.635.4), H(071.2.435.6), 

H(720.3.645.1), H(127.0.635.4), H(072.1.435.6) 

schneiden sich in einem Punkte.» 
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NOTE SUR LES HUIT POINTS D’INTERSECTION 

DE TROIS SURFACES DU SECOND ORDRE 

PAR 

H.-G. ZEUTHEN 

à COPENHAGUE. 

Le rédacteur en chef des Acta Mathematica ayant bien voulu me 

montrer, avant l'impression, le mémoire précédent de M. DoBRINER — 

ce qu'il a pu faire parce que mon nom figure dans la rédaction — je 

profite de cette circonstance pour joindre quelques remarques à cet in- 

téressant travail. 

On sait que de nos jours beaucoup de géomètres se sont occupés 

des huit points d'intersection de trois surfaces du second ordre, dans le 

but de trouver la construction la plus simple du huitiéme point lorsque 

les sept points du groupe sont donnés; mais ils se sont contentés d'en 

étudier un petit nombre de propriétés convenables à ce but. M. Dogri- 

NER, au contraire, a fait des propriétés de la configuration une étude in- 

dépendante des applications constructives. 

L'intérét des propriétés quil a trouvées s'augmente par la circon- 

stance qu'elles font espérer d'en trouver d'autres qui ne sont pas moins 

simples. En effet, en généralisant les propriétés connues de la configura- 

tion formée de six points d'une conique plane, il est parvenu à des 

résultats qui ne sont pas symétriques par rapport à la configuration des 

ult points dont il s'occupe. huit ts dont il s' | 

AN 
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Il est done probable qu'il existe des propriétés plus générales qui 

s'étendent d'une maniére uniforme à tous les huit points. 

Ces propriétés ne se rattacheront pas immédiatement aux plans de 

Hesse, dont la détermination par les huit points n'est pas symétrique; 

mais on peut substituer au théorème de Hesse le théorème suivant: 

I. 12345678 étant un octogone inscrit à trois surfaces du second 

ordre qui appartiennent pas à un faisceau, les droites d'intersection des 

plans passant par les triples opposés de sommets: 

123 __ (234 us (345 456 
E M» JA = (és) TY DEP d rm | 

se trouvent sur une surface du second ordre. Nous les appellerons ses di- 

rectrices en reservant le nom de génératrices aux droites de l'autre généra- 

tion de la surface. 

Ce théoréme comprend celui de Hesse. En effet, la droite joignant 

le point (34, 678) au point (45, 812) rencontre évidemment les droites 

b,c et d. Selon le théoréme énoncé il doit done rencontrer aussi la 

quatrième droite a, ce qui est le théorème de Hesse. 

De lautre cóté on peut déduire le théoréme énoncé de celui de 

Hesse. A cet effet il suffit de considérer trois droites, telles que 

(34 , 678), (45, 812)], 

qui rencontrent, selon le théorème de Hesse, les quatre droites 4,0, c, d. 

Cela suffit pour démontrer que celles-ci se trouvent sur une surface du 

second ordre. 
Le théorème énoncé présentant une certaine analogie avec celui de 

Pascar, on doit obtenir les théorèmes qui correspondent d’une maniere 

semblable à ceux de SrEIER, Kırkman ete, en étudiant les relations 

qui ont lieu entre les surfaces que déterminent, conformément au théoréme 

énoncé, un groupe d'octogones inscrits aux surfaces données. 

Nous nous bornerons iei à établir le théoréme suivant: 

II. Les génératrices des surfaces du second ordre qui correspondent 

de la manière indiquée dans le théorème l aux 16 octogones: 
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12 34 56 78 

21 34 56 78 
12 43 50 78 
21 43 56 78 
12 34 65 78 
21 34 65 78 
12 43 65 78 
21 43 65 78 
12 34 56 87 
21 34 56 87 
12 43 56 87 
21 43 56 87 
12 34 65 87 
21 34 65 87 

appartiendront à wn complexe linéaire. 

On voit que, dans les 16 octogones que nous venons d'énumerer, 

les quatre couples de sommets 12,34, 56, 78 se succèdent dans le méme 

ordre, mais que le groupe est formé par la combinaison de toutes les 

inversions de sommets appartenant au méme couple. 
Pour démontrer le théoréme II nous rappellerons que deux couples 

queleonques de directrices (génératrices) d'une surface du second ordre 

peuvent étre pris pour des droites conjuguées par rapport à un complexe 

linéaire, qui contiendra les génératrices (directrices) de la surface, et que 

le complexe est déterminé par ces deux couples de droites conjuguées; 

i| est aussi déterminé par un couple de droites conjuguées et par une 

droite donnée du complexe qui ne rencontre pas les droites conjuguées 

données, ou par cinq droites du complexe. 

Si nous déterminons un complexe par les deux couples de droites 

conjuguées a et d, b et c de la surface du théorème I, il suffira de de- 

montrer que ce complexe a des rapports analogues avec la surface cor- 

respondant à l'octogone 21345678, qu'on obtient par une seule des in- 

versions permises. Cette derniére surface contient les directrices 

| /123 2093.33 . (345 _ (456 
«= (567): i (67a) (= (Fes) a= ns) 
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Il s'agit done de démontrer que le complexe déterminé par les couples 

de droites conjuguées a et d, e et f coincide avec celui que nous avons 

déjà déterminé. Cela résulte du fait que ces deux complexes ont en 

commun le couple de droites conjuguées a et d et la droite du complexe 

34, qui rencontre b et c, e et f sans rencontrer a et d. 

En considérant la détermination par les droites conjuguées a et d, 

b et c, on voit que le complexe contient les droites suivantes 

et 

ss va re 2 
564/ ? \567/ ? \781 ' (785): 

‘et, en appliquant à ces dernières droites les inversions permises, on en 

trouve encore les droites suivantes 

124\ — (127 341 346 
(i55) j (ses) (732) (ss) 

En établissant directement que ces 12 droites appartiennent à un 

seul complexe linéaire, on aura de nos théorèmes I et IT une démonstra- 

tion indépendante du théorème de Hesse. En effet, les droites a et d, 

qui rencontrent quatre de ces droites, formeront un couple de droites 

conjuguées, de méme b et c,e et f, et on sait que deux couples de 

droites conjuguées se trouvent toujours sur une surface du second ordre. 

Afin d'avoir une détermination de notre complexe qui ne dépend 

pas de notre théoréme I, nous commencerons par démontrer que les droites 

C f123 /124 034 _ [342 
D (s " ) Pu si 7 =, 

sont des directrices d’une surface du second ordre. 

En effet, il résulte de la propriété fondamentale des huit points 

donnés, qui il existe une surface du second ordre qui passe par les droites 

56 et 78 et les points 1,2,3,4. On a donc entre les rapports anhar- 

moniques des plans joignant les droites 56 et 78 à ces points l'équation 

Ill 
p Un Qv BR 

sulvante 

56(1234) — 78(1234), 

ou bien, en désignant par 1” et 2" les points où les plans 781 et 782 
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rencontrent la droite 34, et par 3’ et 4’ les points où les plans 563 et 

564 rencontrent la droite 12: 

(123'4’) = (1550.59 4): 

Or les droites 

sont identiques respectivement à 

2,9,m,N. 

On voit donc que ces quatre droites sont des génératrices ou directrices 

d’une surface du second ordre. 
Le complexe linéaire qui a les couples de droites m et n,p et q 

pour droites conjuguées contiendra les droites 

12, 34, 56, 78 

(S64) > 63): Cun) (71) 564/ " \563/ ? \782/ ? \781/° 

En intervertant entre eux les deux couples de points, 12 et 56, on 

trouve un complexe qui a encore m et » pour droites conjuguées, et 

qui contient encore la droite 78, qui ne rencontre pas m et n. Ce nouveau 

et 

complexe doit done coïncider avec le précédent. On voit ainsi qu'il 

contient les droites P : ce 
786 785 

couples de points, 34 et 78, qu’il contient les droites hr (C 
| 369 /4 CASO 

Comme le complexe trouvé contient les quatre droites 12,34, 56, 78, 

tous les trois complexes qu'on obtiendrait en ordonnant les quatre couples 

de points 12,'34, 56, 78 de différentes maniéres, doivent contenir la 

congruence déterminée par ces méme quatre droites. On aura donc, en 

désignant le complexe déjà considéré par (12, 34, 56, 78) et en appli- 

quant des notations analogues aux deux autres, le théoréme suivant: 

) et de méme par l'inversion des deux 

Ill. Les complexes (12,34,56,78) , (12,56,78,34) , (12, 78, 34, 56) 

ont en commun une congruence de droites, | 

Copenhague le 27 février 1889. 
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ÜBER EINE BESONDERE ART 

DER KETTENBRUCH-ENTWICKLUNG REELLER GRÔSSEN 

VON 

A. HURWITZ 
in KONIGSBERG i. Pr. 

Bezeichnet x, irgend eine reelle Grüsse und setzt man 

I I I 

1 j V, Unt) 

wo die ganze Zahl a, immer so bestimmt ist, dass die Differenz x, — a, 

: i I ies x N dou 
zwischen die Grenzen —- und dE fällt, so erhält man für x, die Ket- 

tenbruch-Entwicklung 

I 
D RI (2) 0 er UN 

In der vorliegenden Arbeit habe ich diese Art von Kettenbruch-Ent- 

wicklung in eingehender Weise untersucht. Ich hatte diese Untersuchung 

schon abgeschlossen, als ich auf eine in den Göttinger Nachrichten 

aus dem Jahre 1873 erschienene Note’ von Herrn MINNIGERODE auf- 

merksam wurde. Herr MINNIGERODE zeigt, dass die Entwicklung (2) im- 

mer periodisch wird, wenn z, einer ganzzahligen quadratischen Gleichung 

genügt, sowie dass diese periodische Entwicklung zur vollständigen Auf- 

lösung. der Pell'sehen Gleichung dienen kann. Diese Resultate ergeben 

! Über eine neue Methode, die Pell'sche Gleichung aufzulösen. 

Acia mathematica, 12, Imprimé le 11 juin 1889, 
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sich auch im Verlaufe der vorliegenden Untersuchung; sie bezeichnen 

indessen hier nur einzelne Glieder in der Kette von Sätzen, deren Ge- 

sammtheit die Theorie jener Kettenbruch-Entwicklung ausmacht. Dass 

die Entwicklung (2) für quadratische Irrationalitäten periodisch wird, 

folgt übrigens auch unmittelbar aus den Sätzen, welche ich im r1'* 

Bande dieser Zeitschrift über die Entwicklung complexer Grüssen in Ket- 

tenbrüche bewiesen habe. 

Bei jeder besonderen Art von Kettenbruch-Entwicklung ist das Gesetz, 

nach welchem die Näherungsbrüche fortschreiten, von fundamentaler Be- 

deutung. Es handelt sich namentlich darum, zu untersuchen ob und in 

weleher Weise die Nenner der Näherungsbrüche wachsen, sowie festzu- 

stellen wie stark die entwickelte Grösse durch die Näherungsbrüche an- 

genähert wird. Es ist nun merkwürdig, dass diese Untersuchung mit 

Nothwendigkeit darauf führt, neben der ursprünglichen noch eine zweite 

Art von Kettenbruch-Entwicklung in Betracht zu ziehen. Dieser Umstand 

ist bislang wohl deshalb nirgends hervorgehoben worden, weil in den 

bisher ausführlich untersuchten Fällen die zweite Entwicklungs-Art mit 

der ursprünglichen identisch ist. In dem vorliegenden Falle werden da- 

gegen, wie man sehen wird, beide Arten gänzlich von einander verschieden. 

8 1. Bezeichnungen. 

Im Folgenden werde ich die Kettenbruch-Entwicklung einer Grösse 

z,, welehe aus den Gleichungen 
0 

hervorgeht, abkürzend durch 

(4) % = (a, $0155, 0,4, 2.11) 

bezeichnen. Den »*" Näherungsbruch dieser Entwicklung nenne ich 

5) ES — (Gy, dy ou) 
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und denke mir den Zàhler und Nenner dieses Bruches durch die be- 

kannten Recursionsformeln 

(6) Pn = A D, a "22 Pa) In = A, Qai P q,—»5 

mit Hülfe der Anfangswerthe 

Hg; Pret qi =O; docu 

berechnet. Zwischen den eingeführten Grössen bestehen die Identitäten: 

(7) Pr-ı9n ar? An-ıPn = 1, 

; Phe Pn®n+1 — Pa—1 (8) ie 
Qn Vn41 Gn-1 

Ich bemerke ferner, dass ich die reellen Zahlen (und nur von solchen 

wird in der Folge die Rede sein) in der üblichen Weise durch die Punkte 

einer unbegrenzten Geraden repräsentire. Diese Gerade betrachte ich als 

in sich geschlossen, entsprechend dem Umstande, dass die beiden Werthe 

+ © und —o als nicht verschieden gelten sollen. Durchläuft ein 

Punkt die Gerade von — co bis + co, so bewegt er sich in derjenigen 

Richtung, welche ich als die »positive» bezeichnen will. Die Gesammt- 

heit der Werthe, die ein Punkt nach und nach repräsentirt, welcher sich 

in positivem Sinne von a bis b bewegt, bilden das Intervall a...b. 

Soll die obere oder untere Grenze eines Intervalles nicht zu demselben 

gerechnet werden, so deute ich dieses dadurch an, dass ich die betreffende 

Grenze in Klammern setze. Hiernach wird z. B. eine Grösse € in das 
I T I X I . 

Inferyall :— — ... (5) fallen, wenn —-<£<- und in das Intervall 

2...(— 2), wenn entweder £ > 2 oder £ « — 2 ist. Um auszudrücken, 

dass eine Grösse £ in ein bestimmtes Intervall a... fällt, werde ich 

mich bisweilen der symbolischen Gleichung 

(9) SE 

bedienen. Ich stelle hier einige Regeln zusammen, nach welchen man 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 21 juin 1889. 47 
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mit solchen symbolischen Gleichungen rechnen kann. Mit der Gleichung 

(9) bestehen immer gleichzeitig die folgenden Gleichungen: 

(10) Etk=a+k...b+k, 

wo k positiv oder negativ sein kann. 

(11) KE — ka... kb, 

wenn A positiv ist. 

(12) Tr DA 

I I 

(13) ehe ru 

Allgemein besteht der Satz: 

Bezeichnen a, 8,7, 0 irgend welche Grössen, so folgt aus 

Gleichung 
E+Pß aa + B ab + ß 

TENEO VarEo ne 

oder die Gleichung 

as + B ab + B. aa + B 

TE + Du yb + 0 "ya + Eh 

je nachdem 42 — f positiv oder negativ ist. 

Ferner ist es gestattet aus den beiden Gleichungen 

E=a...b 

(14) | 
ena | m > 

die Folgerung 

(15) E+E—a+a...b+p 

(9) die 

zu ziehen: 1.) wenn a<b und a € //, 2.) wenn a <b,a'>b',a+a >b +0 

und 3. wenn a b, «' <V,a+a >b+ V. ist. Falls in einer der Glei- 

chungen (9) und (14) die eine oder andere Grenze mit einer Klammer 

versehen ist, so muss auch in jeder abgeleiteten Gleichung die ent- 

sprechende Grenze in Klammern gesetzt. werden. 
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§ 2. Die Theilnenner der Kettenbruch-Entwicklung. 

. Die Kettenbruch-Entwicklung, welche ich untersuchen will, entsteht 

für eine beliebige Grösse x, wenn man die Gleichungskette (3) nach 

| folgender Massgabe bildet. Man markire auf der Geraden, deren Punkte 

uns 
w [ur 

die reellen Zahlen repräsentiren, die Punkte +- R +? , + 

COC——— theile dadurch die ganze unendliche Gerade in unendlich viele Intervalle’ 

(a +5), (@=—0o... + 0). = EM 
| 

Dann soll in der Gleichungskette (3) für «, immer diejenige ganze Zahl 

genommen werden, welche in demselben Intervalle wie x, liegt. 

Diese Zahlen a, ,a,,a,,..., welche die Theilnenner der Kettenbruch- 

Entwicklung bilden, unterliegen gewissen allgemeinen Gesetzen, welche ich 

LE | Le 
zunächst aufstellen will. Aus der Gleichung 

3 
I I 

pou (2: (i=0,1,2,.) - i 2 2 

| folgt 
à I 

Ge cm ya. (12) 
: Vi — di 
4 

1 ! Siehe Figur I. Um die Anschaulichkeit der Figur zu erhöhen, ist über jedes 

| der in Betracht kommenden Intervalle ein nach oben gerichteter Halbkreis beschrieben. 

| Die in der Figur ebenfalls gezcichneten, nach unten gerichteten Halbkreise sollen in gleicher 

Weise eine spüter zu betraehtende Intervall-Eintheilung anschaulich machen. 
: 
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Daher können die Theilnenner a,, «,, v«,, ..., nur Zahlen aus der Reihe 

an Pag ae 9a ub Aged 

sein. Wenn ferner einer dieser Theilnenner, etwa «,, den Werth 2 erhält, 

so ist 
/ I 

v, — 2... [2 42s 

also 

und 

I 
D CEU EUM E CO... (— 2) 

Es kann daher, wenn a, = 2 ist, der folgende Theilnenner a,,, nur der 

Reihe 
— 2, —3,.. 

entnommen sein. Ebenso ergiebt sich: wenn a, — — 2 ist, so ist der 

auf a, folgende Theilnenner a,,, nothwendig eine Zahl der Reihe 

Seas) er ce 

Hiermit sind nun alle Gesetze, welche für die Theilnenner gelten, er- 

schópft, wie aus folgendem Satze hervorgeht: 

Es sei 

(16) ER AC MARNE S LN OR 

wo b, , b, by, ..., b, ganze Zahlen, y,,, eine reelle Grösse bezeichnen. Dann 

stellt die Gleichung (16) die hier betrachtete Kettenbruch- Entwicklung der 

Grösse x, vor, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 

1.) Die Zahlen b,,b,, ..., b, sind absolut genommen grösser als 1. 

2.) Ist eine der Zahlen b,, b, , ... etwa b;, gleich 2 bez. gleich — 2, 

so ist die folgende b,,, eine negative bez. positive Zahl. 

3.) Die Grössen y,,, und b, — —— gehören dem Intervalle 2 ...(.— 2) an. 
inl 
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Der Beweis dieses Satzes lisst sich leicht durch den Schluss von 

n — 1 auf » führen. Man setze nämlich 

I ye: 
(17) I Nee ee 

so wird 

(18) To x (b, , b, gusanos Wes , Yn)- 

= I 
Nun gehören aber y, und 5, , — — dem Intervalle 2...(— 2) an. Für 

Jn 

. . x ^. I . . 
y, ist dieses Voraussetzung, während es für 5, ,— — ohne Weiteres ein- 

Yn 

leuchtet, falls b,_, eine Zahl der Reihe + 3,—3,+4,—4,... ist. 

Wenn aber 5, , gleich 2 oder — 2 sein sollte, so wird b, nach Voraus- 

setzung eine negative bez. positive Zahl, folglich nach (17) y, negativ 

bez. positiv. Daher liegt auch in diesen Fallen 5, , — — in dem Inter- 
| Un 

valle 2...(— 2). Der Kettenbruch (18) befriedigt nun alle Bedingungen 

unseres Satzes; nehmen wir also den Satz als richtig an für den Fall, 

dass die Anzahl der Zahlen 5,,/5,,... 

die Gleichung (18) die hier betrachtete Entwicklung der Grüsse x, dar- 

stellt. Verbinden wir hiermit die Gleichung (17), so zeigt sich, dass auch 

der Kettenbruch (16), welcher » Zahlen /, , 5, , ... enthält, die behauptete 

Eigenschaft besitzt. Nun gilt aber der zu beweisende Satz offenbar, wenn 

n = 1 ist, und folglich gilt er für jeden Werth von m. 

Aus diesem Satze ergeben sich durch Specialisirung die folgenden 

weiteren Sätze: 

| »Der Kettenbruch k = (5,, 5, 0, , ..., ,) stellt die hier betrachtete 

Entwicklung der rationalen Zahl # vor, wenn die Zahlen 6,, b,,..., 5, 

die Bedingungen 1) und 2) des vorigen Satzes befriedigen und 5, von 

— 2 verschieden ist» Ferner: 

gleich n — 1 ist, so folgt, dass 

Der n* Nüherungsbruch der Entwicklung 

(19) Lo = (81, a 425 Bay) 

besitzt selber die Entwicklung 

(20) 1 E oi To aa aa) 
n 
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oder die Entwicklung 

(21) qom (mos tati?) 
n 

Je nachdem a, von — 2 verschieden oder gleich — 2 ist. 

Endlich folet aus der Entwicklung 

Ly — (do, Us 05, cs Ans Tn 41) 

die andere 

— dy = (— My ,— Us — 04, ..., — Q4, — Tara) 

mit einziger Ausnahme des Falles, wo x,,, = 2 ist. In diesem Falle 

lautet die Entwicklung von — x: 

— ry — (—4,, 4,, — Aq, ..., — y + I, 2). 

83. Die Nenner der Näherungsbrüche. 

Ich betrachte nun die Nenner 

(22) ni QU Iq Rs UEM 

der Näherungsbrüche, welche zu der Entwicklung einer beliebigen Grósse 

(b) fies qu — (a, 0,0, g's) 

gehören. Aus der Gleichung 

(24) Oh Of m Ana» 

folst 

ae paa d] 7 ped Res] eol 

wo [q,|. | eq, ,1..., wie üblich, die absoluten Beträge von q, , 4,91; «+ 

bedeuten. Wenn nun |7, | > |4, |, so wird auch, der vorhergehenden 

Ungleichung zufolge, | g, | > [g,,| sein. Da aber offenbar l'a |o 
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so folet nach und nach |g,| >|9,|,|9,1 > |o b 

An | > [ae ie Ks 

beständig zwischen 

und allgemein 

liegt also der Quotient 

= (n—1 
M 

. In 

— 1 und +1. 

Man denke sich nun für x, alle möglichen reellen Grössen genommen, 

und für jeden einzelnen Werth von x 

O,,... gebildet. 

val's — 1... -F 1 

, die Reihe der Quotienten €, , €,, 

Alle diese Quotienten werden durch Punkte des Inter- 

repräsentirt, und man erhält also in diesem Intervalle, 

den unendlich vielen Werthen von ©, entsprechend, unendlich viele Punkte. 

Es ist nun eine für unsere Theorie fundamentale Frage, welches die untere 

und welches die obere Grenze dieser unendlichen Menge von Punkten ist. 

Bezeichnen wir den reciproken Werth von ©, mit 

(26) 
so finden wir, vermóge der Gleichung (24) 

woraus für Q, die 

(28) 

folgt. Betrachten 

I I I 
|-—4«4,—-—-, Q, —=a, 22e, ln ———,..., 

2 Qi : H Q, : 5 Qi 

Kettenbruch-Entwicklung 

Q, = (a, , a1 , dy P ICE | a,) 

wir nun zunächst nur solche Werthe von «,, für 

welche keiner der Theilnenner a,,a,,... gleich 2 oder — 2 wird. Es 

ist dann 

! 2 2 
Q, aa a, = 2 Ds) 

Q I I I 
pM 
2 2 2 Q, 3 ae 3 

1 I I 
Q = a — —— 3 — B ; 
42 3 Q, <3) I x 1 

2 Jae ui d E 
3 x] 

Hs Die Zahlen ara. AU are bilden: nun eme Keiher be- 2 3 \d SR) m) 
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ständig abnehmender Grössen, deren untere Grenze der unendliche Ket- 

tenbruch 

ae) 
ist. Bezeichnen wir mit 

UN SI 
(29) r -3 9% — O 3821. 

die kleinere Wurzel der Gleichung 

T 

da + p == $5 

BIN 1 4 I 
so ist - der Werth des unendlichen Kettenbruchs. Die untere und obere = 

Grenze der betrachteten Werthe @, sind also —1 bez. + =, und folglich = : 

à I : 
die Grenzen von ©, — — bez —r und +». Betrachten wir nun auch 

Qn 

den Fall, wo in der Entwicklung von x, die Werthe 2 und — 2 als 

Theilnenner auftreten. Ist «&,,, der erste Theilnenner, welcher gleich 2 

oder — 2 ist, so wird’ 

t3 

Quii — (431 co Ne
s | 

o Qu © Fi to = to 

also a fortiori 
Que — ac er or 

und 
I 

"OM =e ee bt N 
Qn41 

I . "E . 
da - — r — y ist. Die in diesem Falle stattfindenden Grenzen — 1 +7 

2—r 

und 1 — r erweisen sich nun als die allgemein richtigen, wie aus dem 

folgenden Satze hervorgeht: 

Entwickelt man irgend eine Grösse x, in den Kettenbruch 

ar Canes & 
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so liegt ©, stets zwischen — r und 1 —r, wenn a, von —.2 verschieden 

ist, und zwischen — 1 + vr und r, wenn a, von 2 verschieden ist. 

Da nach den Gleichungen (27) 

C - E Ay 4) TET ©, 

ist, da ferner für einen positiven Werth von a,,, der Theilnenner «a, nicht 

gleich 2, für einen negativen Werth von a,,, nicht gleich — 2 sein kann, 

so lässt sich unser Satz auch so aussprechen: 

Der Werth von 

Quia E (Gia , a, BP ee a) 

liegt im Intervalle a,,, — r...a,,, + 1 — r, wenn a,,, positiv ist, und im 

Intervalle a,,, — 1 +r...4,,, + 9, wenn a,,, negativ ist. 

Nehmen wir an unser Satz gelte für den Index » — 1, so folgt aus 

der zweiten Form des Satzes 

UR. —n.,..0 21 —*, Ur. 4, — 2535-5 

und 

diese 2 ST oras =a,—I DR P 4. für 
n n 1 

reihen sich an einander, Die verschiedenen Intervalle für a, = 2, 3, 

ebenso die Intervalle für a, = — 2,— 3,.... Indem man dieses be- 

achtet erkennt man, dass 

Q,—3—v...—2-Fr, 

wenn a, von 2 verschieden ist, und 

Q, = ME I ION E DES 3* Y, 

Im ersten Falle ergiebt sich wenn a, von — 2 verschieden ist. 

: Dr iF = o. RU 

im zweiten Falle 
I 

CO SS 0 Pe 
= Qn 

48 Acta mathematica, 12. Imprimé le 25 juin 1589. 
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Unser Satz gilt daher für den Index », wenn er für den Index » — t 

als gültig vorausgesetzt wird. Nun ist der Satz aber für # = 1, wo 

Q, = a, ist, offenbar richtig, und also gilt er allgemein für jeden Werth 

von n. 

Dao -^ in allen Fallen dem Intervalle 2 — r...— 2 +r 
Qn—1 

angehórt, also dem absoluten Betrage nach grüsser als 2 — r — E 

ist, so ergiebt sich das Corollar: 

»Die absoluten Beträge der Nenner $,,4,,4,,... der Näherungs- 

brüche wachsen stärker als die Glieder einer geometrischen Reihe mit 

= 1 + V5 . 
dem Exponenten 5 

84. Die Kettenbruch-Entwicklung zweiter Art. 

Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz führt dazu, neben der 

bisher betrachteten Art von Kettenbruch-Entwicklung noch eine zweite 

einzuführen. Man theile nämlich die unendliche Gerade durch die Punkte’ 

- B 

Gr), LC) Gr) 

in die Intervalle 

es (—3+r)...—2+7r,(—247)...—147r, (ir)... (ti —»), 

I—r...(2—7),2 —r...(3 —7),.... 

Ist nun z, eine beliebige Grósse, so bilde man die Gleichungskette 

A Es I I I 
(30) El Mn Ghee ee aes ha DR le ce MOS unus 

x, Lo ens 

wo allgemein a, diejenige ganze Zahl bezeichnet, welche in demselben 

Intervalle wie x, liegt. Um die hierdurch definirte neue Art der Ketten- 

bruch-Entwicklung von der früheren bequem unterscheiden zu kónnen, 

will ich sie als die zweite Art, dagegen die frühere als die erste Art be- 

Siehe Figur I. 

——— ——————— ÀH'ÉÁ— 

mt RR RENÉ te 
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zeichnen. Der Satz des letzten Paragraphen lässt sich dann offenbar so 

aussprechen: 

Entwickelt man eine Grösse x, in einen Kettenbruch erster Art 

(31) m ds Gay Chee ete CE LR 

und bezeichnen q, ,, q, die Nenner zweier aufeinander folgender Näherungs- 

brüche dieses Kettenbruches, so ist vermöge der Gleichung 

(32) 5 S Tr 5 Gi s i) 
n— 

der Bruch ra in einen Kettenbruch zweiter Art entwickelt. 
= 

Die beiden Arten von Kettenbruch-Entwicklungen stehen in einem 

Verhiltniss der Reciprocität zu einander. Dieses spricht sich darin aus, 

dass der vorstehende Satz im Wesentlichen richtig bleibt, wenn man die 

Worte »erster Art» und »zweiter Art» mit einander vertauscht. 

In der That: die in der Gleichungskette (30) auftretenden Grüssen 

befriedigen die Bedingung 

also 

iy, = (2—7)...(— 2 +7). ea 

Folglich sind die Zahlen a,,, (i — 0, 1,2,...) sämmtlich der Reihe 

dp 29 == Puu dy — Bi 000 

entnommen. Ist ferner «, , positiv, so ist 

a 4,4 = ——— —r..(I—r), 

also 

$,-—3—r...(—2-Fr) 

folglich kann «, nicht gleich 2 werden. Ebenso ergiebt sich, dass auf 

eine negative Zahl «, , nicht der Werth a, = — 2 folgen kann. 

In Hinblick auf $ 2 ergiebt sich hieraus, dass der Kettenbruch (32) 
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von der ersten Art ist, wenn (31) die Entwicklung zweiter Art von x, 

vorstellt. Nur der Fall, in welchem a, = — 2 ist, bildet eine Ausnahme; 

Qn 

Qqn—1 

in diesem Falle wird nàmlich die Entwicklung erster Art von nicht 

durch (32), sondern durch die Gleichung 

In 
ds re Ni EE) 

f[n—1 

gegeben sein. Diese Überlegungen lassen sich auch in folgenden Satz 

zusammenfassen, welcher dem Satze des vorigen Paragraphen an die Seite 

zu stellen ist: 

Wenn x, — (a 

so liegt 

.1.) im Intervalle a "n 
I 

"a =, wenn a, von 2 und — 2 ver- 
tN | 

schieden ist, 

: I : 
2. im Intervalle a, ...a, + -, wenn a, = 2 ist, 

h 1 ; 
3.) im Intervalle a, —- ...a,, wenn a, = — 2 ist. 

n? 

S 1 I E : 
Dabei können die Intervallgrenzen a, — —- , d, dr nur für m = 2, die 

Grenze a, nur für m — 1 erreicht werden. 

Zur Beurtheilung, ob ein vorgelegter Kettenbruch ein solcher von 

der zweiten Art ist, kann folgender Satz dienen, welchen wir indessen in 

der Folge nicht verwenden werden und deshälb nur beiläufig anführen: 

»Es sei 

AS UTD DOS) 

wo 5,,0,,..., b, ganze Zahlen, y,,, eine reelle Grösse bezeichnen: Dann 

stellt diese Gleichung stets die Kettenbruch-Entwicklung zweiter Art von 

x, vor, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 
1.) Die Zahlen à , 5, ..., 5 sind absolut genommen grósser als 1. 

n 

——— in 

————  ÓEÓÀ 
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2. Wenn eine der Zahlen 5,,5,, b,, ..., etwa b,, positiv bez. ne- 

gativ ist, so ist die folgende b,,, von 2 bez. — 2 verschieden. 

3.) Die Grösse y,,, liegt im Intervalle (3 — r)...(—2 + 7), wenn 

b, > o und im Intervalle (2 — r)...(— 3 + r), wenn à, < o ist.» 

8 5. Convergenz der betrachteten Kettenbriiche. 

Der Grad der Convergenz eines Kettenbruches 

(33) mu M. icq.) 
»” 

D . 

ee gemessen. Nach den Glei- 
n 

wird durch die Grösse der Differenz x, — 

chungen (7) und (8) ist 

Pn Die; u 

Qu 2 I N 

In (^ Lil * 721 ) 
xn 

" (3 4) d. — 

wobei wieder 

gesetzt ist. Aus den Gleichungen (27) folgt 

I 

(35) 2,1 S XU E (en ai Cd =F Qui 

Wenn nun der Kettenbruch (33) von der ersten Art ist, so unterscheiden 

wir folgende Fälle: 
1.) Die Zahl a,,, ist von + 2 verschieden. Nach $ 3 haben wir dann 

O2 d- cL ea. TE e 
Ferner ist 

I I 
Tins) Ya — = +. (- ; 

also, durch Addition, 

eur) 
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2. Es ist a,,, = 2. Alsdann kommt: 

also 

Big = nes ls); 

3.) Es ist 4,4, = — 2; in diesem Falle hat man 

Qu=(—3+r)...(—2+or), 

! I 
By Oy = = - (0), = 

und also 

Wie man sieht liegt en 

(2— r)...(— 2 + r) und ist also absolut genommen grösser als 2 — r. 

Zu deinselben Resultate gelangt man, wenn der Kettenbruch (33) 

von der zweiten Art ist. Denn, wenn a,,, einen positiven Werth hat, 

so ist nach dem letzten Satze des $ 4 

' (QE Con) eee 
ferner ist 

Bass — dun = — 7... (1 or). 

also 
I 

D a (2— 7)... ©, 
n 

Wenn zweitens a,,, einen negativen Werth hat, so ist 

() 
Ün-4-1 

Vat a On 44 E (— I + r) 6 otic 

= —o...(— 2), 

also 

cet RMR eg) S Intl Qn > 

; a : I A 
In beiden Fällen ist also »,,, = UE absolut genommen grösser als 2 — r. 

on 

Aus den vorstehenden Betrachtungen ergiebt sich unmittelbar der Satz: 

in allen Fällen im Intervalle 

ee 6 TEEN 



LI rx JP 

Über eine besondere Art der Kettenbruch-Eutwicklung reeller Grössen, 988 

Entwickelt man die Grösse x, in einen Kettenbruch erster oder zweiter Art: 

qu Het dic. re. em) 
und setzt man 

(36) m E ic = Alt == r) — 9, Seat) ^ (n=1, 2,...) 
0 da qi 29 

so sind die Grössen 0, sämmtlich dem absoluten Betrage nach kleiner als 1. 

Hieraus folgt beiläufig, dass die beiden Entwicklungen einer jeden 
(n "m = . » + F - 

rrüsse x, convergent sind, und dass beide abbrechen, wenn x, eine ra- 
0 

tionale Zahl ist. 

8 6. Aquivalente Grössen. 

Zwei Grössen x und x’ heissen üquivalent, wenn eine Gleichung der 

Form 

ax — B 

(37) A 
rie — D 

stattfindet, wo a, /.7,20 ganze Zahlen bezeichnen, welche der Bedingung 

(38) Br — «à — 1 
. , 

genügen. Entwickelt man zwei Grössen z und =’ nach irgend einem 

Gesetze in die Kettenbrüche 

| | = (CA DORA Un Les 

(39) ' ’ , , T NES 

| jp om (a , ay | tug Un , Re uh 

wo die Theilnenner a,,...,4,,4,,...,, ganzzahlige Werthe haben, 

so sind æ und z' äquivalent, wenn für irgend einen Werth von » und 

irgend einen Werth von m 

(40) T, EE e ms Lin 1 

wird. Ich will nun untersuchen, ob umgekehrt aus der Aquivalenz 

zweier Grössen & und x’ die Gleichung (40) gefolgert werden kann, wenn 

die Entwicklungen (39) beide von der ersten Art sind. Da der Fall wo 

x und 2’ rational sind sich unmittelbar in bejahendem Sinne erledigt, so 
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setze ich voraus, dass x und x’ bei dieser Untersuchung irrationale Werthe 

besitzen. 

Zwischen den irrationalen Gróssen x und z' bestehe also die Glei- 

chung (37). Wir entwickeln x in den Kettenbruch erster Art 

(41) Er — (PRT BN ALAS RR SN 

dessen Einrichtung die Gleichung 

r Pn&n+1 — Pr-1 

(42) Yn n+. rA (In —1 

ergiebt. Durch Elimination von x zwischen (37) und (42) kommt: 

y= (idee p» 

(43) UT qui gt? 

wobei zur Abkürzung 

, 

| Pp = ap, — s p ER AD, a nt Li) 

(44) 
| 

| = TP: Ed OFns q' TPn-1 DM. OFn—1 

: : RONA GE E 
gesetzt ist. Ich entwickle nun 7 in einen Kettenbruch erster Art 

ei 

(45) lb bas b) 

Wenn sich hierbei 5, = 2 ergiebt, so will ich für diese Entwicklung 

eventuell die andere 

$7 (hod, — 2) 

substituiren, und zwar dann, wenn in der Entwicklung von 

(4 6) 2n 4-1 == (Gass 3) OG, po » Fa ) = (a s , rs) 

i 

die Zahl a,,, positiv ist. Diese Möglichkeit denke ich in die Gleichung 

(45) aufgenommen, so dass in derselben J, sowohl gleich 2 als gleich 

— 2 werden kann. Ferner ersetze ich eventuell a, 8, y, 9 durch — a, 

— f ,— ry,-— 9, wodurch zugleich nach (44) — p und — q an die Stelle 

von p und q treten, und zwar nach der Massgabe, dass der letzte Nà- 
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herungsbruch des Kettenbruches (45) den Zähler + p und den Nenner 

+ q erhalten soll. Dies vorausgeschickt, sei nun 

; p 
(47) = = (b, , b, CERCLE) bx) 

der vorletzte Nàherungsbruch des Kettenbruches (45), so ist 

pq— q'p lI D 

Da nun aus den Gleichungen (44) auch 

pg s r-- adn. Gam) = 1 

folgt, so muss sein. 

(48) Q" — q' 4 tg, p" =p + tp, 

wo { eine ganze Zahl bedeutet. Diese ganze Zahl kann aber von einem 

bestimmten n ab nur einen der Werthe o, ı, — ı haben. Um dieses 

zu beweisen, bemerke ich, dass 

' 
q Tr Óq = I n —1 r 

> See 3 3 , 
q ln — 9n In In (Pa => dqn) 

ferner der Gleichung (36) zufolge 

Q.D», == qa SF. 0, (1 = 
r), 

und daher endlich 

q =, qu—1 "+ r En = Qn—1i + c 

q In "m quy? — à) — 76, (1 — r) In 1 

ist. Der mit e, bezeichnete Bruch wird offenbar mit wachsenden Werthen 
" 

ye 7)! 
Sei nun ‘von » unendlich klein und besitzt das Vorzeichen von 

erstens a,,, positiv. Dann sind a, und 5, von 2 verschieden. Daher be- 

stehen in Hinblick auf den Satz des $ 3 die Gleichungen: 

2. = el): 
d 

m In—1 z —— Ld SS ( ) EC. (1 ) En) 
q qu 

Acta mathematica. 12. Imprimé le 27 juin 1889. 49 
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und folglich 
PTS ie A ; 
re = (— 1 —e,)... (1 — e). 

Wenn zweitens 4,,, negativ ist, so sind a, und 5, von — 2 verschieden. 

Daher ist: 
g” 
rt on...) 

q' t([n —1 \ — Lol ——— 6, = (—:1 Tr — € r — €, q qn n ( = 2) ( VE] 

und folglich 

Die ganze Zahl ¢ liegt also stets zwischen — 1 — e Unde er €, , Wenn 

daher —! — und also auch e, positiv ist, so kanm / nur gleich o oder 
7% 20 

— 1 sein, wenn dagegen NI negativ ist, so hat ¢ einen der Werthe 
Y% == 1) 

o und 1. . 

Aus den Gleichungen (43) und (48) folgt nun 

ue en +) pe 

| q(tn41 + t) — 4" (50) (b, , b, HONTE) pu 2,1 nis t), 

wobei nach (46) 

(51) 2,41 ziE t = (ass: = t, An+9 2k» 3 x (8,41 LS t, 1,42) 

ist. Tragen wir den Werth von %,,, + aus (51) in (50) ein, so er- 

halten wir 

(52) = (b, , b, SU An 41 +t, Dn+3)ı 

während die Entwicklung erster Art von x lautet: 

(53) Ba Ce Ua D EUN 

Die Gleichung (52) wird aber ebenfalls die Entwicklung erster Art von 

x darstellen, wenn nicht einer von folgenden vier Fallen eintritt: 

15) 0,512, t= —1; 2) ARS up 0, UE nus 

N 
3.) a — ro EIE que As). Qua = 85 I NO ZT: 

—— ga iN 
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Sei nun —^ 3 positiv. Dann sind nur die beiden ersten Fälle möglich, 
pye— 

weil ¢ nicht gleich 1 sein kann. Da. nun auf 4,,, = 2 ein negativer 

Theilnenner «,,,, welcher also jedenfalls von 2 und 3 verschieden ist, 

folgen wird, so dürfen wir den Fall 1.) ausschliessen. Aber auch der 

Fall 2.) kann ausgeschlossen werden, wenn wir annehmen, dass nicht von 

einem bestimmten Werthe von » ab beständig a, — 3 ist. Ebenso ergiebt 

if € 1 1 ~ gee qj > on > 1 y » 1 aa, negativ ist, dass die Falle 3.) und 4.), welche dann die 

einzig móglichen sind, ausgeschlossen werden künnen, wenn wir annehmen, 

sich, falls 

dass nicht von einem bestimmten Werthe von n ab beständig a, = — 3 

ist. Unter diesen Voraussetzungen wird also (52) die Entwicklung erster 

Art von x’ darstellen, sobald x eine gewisse. Grenze übersteigt. Da nun 

ferner die Elimination von z,,, zwischen den beiden Gleichungen (52), 

: : h ax — Bf br qs 
(53) zu der ursprünglichen Gleichung x’ = ——, zurückführen muss, so — 

können wir folgenden Satz aussprechen: 

Zwischen den beiden Grössen x und x’ bestehe die Gleichung 

E go — 5 

^ (54) ; v= ie —O 

so dass x und x' dquivalent sind. Es seien ferner s 

(55) 
Í Bas I ME 

tes , , D Af) 
dno (a, , ay ELSE: A , a heyy 

die Kettenbruch-Entwicklungen erster Art jener Grössen, und es werde vor- 

ausgesetzt, dass die Theilnenner «,, d, , ... nicht von einem bestimmten ab 

bis ins Unendliche beständig gleich 3 oder beständig gleich — 3 sind. Dann 

kann man n und m stets so wählen, dass x,,, = 1,4, ist, und dass die 

Gleichung (54) durch Elimination von x,,, zwischen den beiden Gleichungen 

(55) entsteht. 

Wenn die in diesem Satze gemachte Voraussetzung über die Theil- 

nenner a, nicht zutrifft, so ist x entweder zu r= (0, —3,—3,.-.--) 
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oder zu —r —(0,3,3,...) äquivalent. Diese beide Zahlen sind auch 

einander äquivalent, wie aus der Gleichung 

ersichtlich ist. Ist umgekehrt x zu r äquivalent, so sind die Theilnenner 

a, von einem bestimmten ab beständig gleich 3 oder — 3. Denn andern- 

falls könnten wir unseren Satz auf x und z' = r anwenden und würden 

zu dem Widerspruch gelangen, dass in der Entwicklung von r die Theil- 

nenner nicht beständig gleich 3 sein könnten. Hieraus geht nun Fol- 

gendes hervor: | 

Die über die Theilnenner a, im vorigen Satze eingeführte Voraussetzung . 

cent ist gleichbedeutend damit, dass x nicht zu r = äquivalent sein soll. 

Die zu r dquivalenten Grössen zerfallen in zwei Classen. Die Grössen 

der einen Classe haben eine Entwicklung erster Art, bei welcher schliesslich 

die Theilnenner von einem bestimmten ab beständig gleich — 3 sind, während 

bei der zweiten Classe die Theilnenner schliesslich beständig gleich + 3 werden. 

Im Folgenden wird sich ein Criterium dafür ergeben, ob eine zu r 

äquivalente Grösse in die eine oder die andere Classe gehört. Ich be- 

merke noch, dass die in diesem Paragraphen bewiesenen Sätze wörtlich 

richtig bleiben, wenn an Stelle der Kettenbruch-Entwicklung erster Art 

überall die zweite Art gesetzt wird. 

8 7. Zahlenpaare. 

Es seien x, und y, zwei von einander verschiedene irrationale Grössen. 

Man setze nun 
I 

|^ — 40 — 0 

(56) | 
Yo 

wo die ganze Zahl a, so bestimmt ist, dass, x 
3 I 

A » — 4, zwischen —- und Ey 5 
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+ 

dem Paare (x,,y,) nach rechts benachbart.! Umgekehrt heisse (x,,7,) dem 

Paare (v,,¥y,) nach links benachbart. Die Grössen (x,,7,) sind offenbar 

wieder irrational und von einander verschieden; sie sind ferner in ein- 

liegt. Das auf diese Weise erhaltene Zahlenpaar (x, , y,) nenne ich 
tole 

deutiger Weise durch x,,y, bestimmt. Ich führe nun noch einen neuen Be- 

griff, den des TER Dime ein. Es werde nàmlich jedes Zahlen- 

paar (r, y) durch den Punkt einer Ebene mit den rechtwinkligen Coor- 

dinaten x, dargestellt. In dieser Ebene grenze ich durch die Geraden 

DT ———2, er y-—-—r, y--—-i--Fr, y-—1i1—v, 

zwei unendliche Streifen ab, welche ich als im Unendlichen zusammen- 

Fig. 2. 

HIHI 

I I Il | 
ver CERT 

hängend und also als ein einziges Gebiet R bildend ansehe. In Figur 2. 

ist das Gebiet À durch Schraffirung kenntlich gemacht. ‘Hin Zahlenpaar 

(x, y), welches durch einen Punkt des Gebietes R repräsentirt wird, heisse 

»reduciri». Dabei bemerke ich, dass von der Begrenzung des Gebietes À 

einzig und allein die beiden Punkte 

dip UN ED und T=—3 +r, y=—r 

zu dem Gebiete gerechnet werden sollen. 

' Die Bezeichnung lehnt sich an eine in der Theorie der quadratischen Formen 

übliche an. 
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Ich bilde nun, von irgend einem Paare (x, , y,) ausgehend, die Reihe 

von Paaren: 

(57) (x, ? Yo) , (x, ? y) ? (a, , Yo) LR e) (Gus , um) EE } 

von denen jedes dem vorhergehenden nach rechts benachbart ist, und will 

untersuchen, wann in der Reihe (57) ein reducirtes Paar vorkommt. Zu 

dem Ende bemerke ich, dass nach der Bildungsweise des rechten Nach- 

bars die Gleichungen bestehen: 

| L = (a, „Ay, 0,, V, 41), (58) 
| iy = (a, 230,55, Ans Vai): 

von welchen die erste die Kettenbruch-Entwicklung erster Art der Grósse 

x, darstellt. Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt: ^ 

y ET PrYn+1 Pu 1 

Jo 2 
‘ Gn Yn+1 — Qn—1 

und hieraus durch Auflösung nach y,,,: 

In-— er Pa (n—1 I 
dene = Rat 

In Yo — Pn In Qnin Yo FF Pn) 
Mua E 

oder, in Rücksicht auf (36): 

In—ı ! m 5 
MJ, ZO FS 2 

f PET ax en? 

(59) d RUE qu (Jo — &o) + &,(1 — v) In 

„ mit wachsenden Werthen von n unendlich klein wird und das 

Vorzeichen von y, — x, besitzt. Es sind nun einige Fälle zu unterscheiden: 

L) Es sei y, — x, > o und die Kettenbruch-Entwicklung erster Art 

von x, endige nicht mit der Periode (— 3, — 3,...) Dann ist e, po- 

MORE 

sitiv und wir können » beliebig gross und so wählen, dass a, weder gleich 

— 2 noch gleich — 3 wird. Für diesen Werth von » ist dann entweder 

Get — 222.369, Mulsoug. 2 3er NE NGHE SEN 

Lin = — 00...7—2, also, aq => — 294—955 0:5 4 08 — 25 36 EMI 
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Im ersten Falle ist nach § 3: NS 

q 2 I 
is _ 3—r...—4+r, folglich y,,; = — ee 
qu—1 zc 

Im zweiten Falle kommt: 

In . I 
="-=2—r...— yr,  folglich -y,,,— — —eé,...I1—r—e Q1 4 == 3 o Yn+1 = n I 7 Ce 

Nur bildet (x,,1,%,:1) ein reducirtes Paar, wenn # so gross gewählt 

wird, dass die für y,,, gefundenen Intervalle ganz in den Intervallen 

— ı+r...r resp —r...1—vr enthalten. sind. Dieses ist aber 

offenbar möglich. 

IL) Es sei y, — x, <o und die Kettenbruch-Entwicklung erster Art 

von x, endige nicht mit der Periode (3, 3,...). Da dieser Fall sofort 

auf den vorigen zurückgeführt werden kann, indem man statt der Reihe 

(57) die andere 

(— To , — VW) , (— Y , — Wi) prety (— n+ , — Yn41) Je a 

betrachtet, so ergiebt sich auch für diesen Fall das Resultat, dass in der 

Reihe (57) stets reducirte Paare vorkommen. Man hat hierbei zu be- 

achten, dass das Paar (x, y) reducirt ist, wenn (— x, — y) ein reducirtes 

Paar bilden, dass ferner (x, y), (r', y) benachbarte Paare sind, wenn dies 

für — 2, —y), — 2", — y) gilt. | 

IIL.) Es bleiben noch die Fälle zu untersuchen, in welchen y, — x, > 0 

und die Entwicklung von x , mit der Periode (— 3, — 3,...) endigt, 

resp. 4, — 2, « o und die Entwicklung von x, mit der Periode (3, 3, ...) 

 endigt. Ich betrachte zuerst den speciellen Fall, wo z, = (3,3,...) = 3 —r 

ist; lasse es dagegen unbestimmt ob y, — x, positiv oder negativ ist. Aus 

den Formeln des $ 1 geht hervor, dass für den Kettenbruch 

(60) iet (CSM ae MR E diet 

die Gleichungen 

(61) Pari = Ans I = 34,3 >53 An 22 (9 = À ’ di == 9 etc.) 

sowie 

(62) dec aqu) (n20,1,2,...) 
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gelten. Nun ist 

pl — da—iJo — Pas, (dni — rg) yo — (qs — rgn+3) 
In Yo — Pn In Yo Ze Bi: 

und den Gleichungen (61) zufolge: 

Gn — TQ, E — r(3q, == en) E (si nir Ts) — 7” (do rm rq) glam e pu, 

Daher ergiebt sich 

SPA pnl Yo > 

ug = ELM [Se TERES ie 
SE In Pn 

y 
In 

POLE 
OQ [es] 

Jo 

Aus dieser Gleichung schliessen wir zunächst, weil r < 1 ist, dass y,,, — r 

mit wachsenden Werthen von n unendlich klein wird. Da nun ferner 

5 D . 5 . = 

me r, = 3 — r ist, so wird von einem bestimmten Werthe von n 
In 

ab y,,,— r positiv, wenn 

dagegen, negativ oder. Null, wenn 

Yous d TEE) fu 

Nur im letzteren Falle wird (r,,,, y,,,;) von einem gewissen Werthe von 

n ab reducirt sein. Im ersteren Falle dagegen wird sich der Punkt 

(r,.,. Yny1) mit wachsenden Werthen von n freilich immer mehr dem 

Punkte (3 — r, r) annähern, ohne ihn jedoch zu erreichen oder in das 

Gebiet À einzutreten. 

Wenn nun x, nicht gleich 3 — r ist, aber eine Entwicklung besitzt, 

welche mit der Periode (3,3,...) endiet, so wird in der Reihe (57 
CS B o^ / 

für einen gewissen Werth von m doch #,,, = 3 — r sein. Dann ist 

^ Pm&m+1 77 Pm-1 Pn Um +1 TE Pm-ı 
Toy = ; I , 

Im Tm+41 — Im—1 Im Ym+1ı — qQm—1 

und die Reihe (57) setzt sich von dem Paare (r,,,,y,,:) gerade so fort, 

als wenn man von diesem Paare ausgehen würde. Nun ist aber die 

Gleichung 
Ymta = (r).--(8 —r) 
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dann und nur dann erfüllt, wenn 

=) Ym? — Qm—1 Eur qn(3 X T) — Qm—1 ; 

oder also, wenn 

ist, wo x, die zu x, conjugirte algebraische Zahl bedeutet. Es ergiebt 

‚sich daher der folgende Satz: 

Endigt die Kettenbruch-Entwicklung erster Art von x, mit der Periode 

(3,3,...), so sind die in der Reihe 

(3,595) » (3233) (0045 99) - -- 

auftretenden Paare (v, , y,) von einem bestimmten Werthe von n ab sämmt- 

lich reducirt oder sämmtlich nicht reducirt, je nachdem 

Hy — (Bq) «€ 2 100, 

oder 

ym) e soam) 

ist. Dabeio bedeutet x}, die zweite Wurzel der ganzzahligen quadratischen 

Gleichung, welcher x, genügt. 

Wir kónnen diesem Satze noch die Bemerkung hinzufügen, dass noth- 

wendig xz,- rz, ist. Denn nach der unter I.) angestellten Untersuchung 

müssen die Werthe von y,, welche grösser als x, sind, sich sämmtlich in 

dem Intervalle (x,)...2% befinden, was nur in dem Falle x, > x; móg- 

lich ist. : 

Wenn von einem bestimmten Werthe von » ab die Theilnenner a, 

in der Entwicklung von x, sämmtlich gleich — 3 sind, so leiten wir aus 

der Reihe 

(igs Yo) > Cis By) 08 

die andere 

Hoe I) Seo $=) Ee 

ab, auf welche offenbar der vorhergehende Satz Anwendung findet. 
Acta mathematica. 12.. Imprimé le 3 juillet 1889. 50 
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Da nun aus der Gleichung 

, ^ 
Yo — To... = Lo, 

die andere 
, 

Y = Kee Rh 

und umgekehrt die erstere aus der letzteren folgt, so ergiebt sich ohne 

Weiteres: 

Endigt die Kettenbruch- Entwicklung erster Art von x, mit der Periode 

(— 3, —3,...), so sind die in der Reihe 

(pe Yo) sis Ue) BEC QUT |t 

auftretenden Paare (x,, y,) von einem bestimmten Werthe von n ab sämmt- 

lich reducirt oder sämmtlich nicht” reducirt, je nachdem 

yy Gees (ay) 

oder 

ees len) 

ist. Dabei bedeutet x, die zweite Wurzel der ganzzahligen quadratischen 

Gleichung, welcher x, genügt. 
e 

Zugleich ist nothwendig x, <j, da nach der dem vorigen Satze 

hinzugefügten Bemerkung — a, > — x, sein muss. Beiläufig folgt hier- 

aus ein Criterium dafür, ob eine zu r àquivalente Zahl x, eine Ketten- 

bruch-Entwicklung liefert, welche mit der Periode (3,3,...) oder mit 

der Periode (— 3,-— 3,...) endigt. Im ersteren Falle muss nämlich 

T, — xi > O, im letzteren Falle x, — x, < © sein. 
I 

2 a — = B 
2 ar — B 5 ; T; 

Setzen. wir x, = — —., 50 ist m = S TES und daher 
jr — à : oh) 

‘> 

I Hu ea 
" = 

Uy — Ty = = v5 
EE SI) Sane 370 + © 

so dass unser Criterium sich in folgender Weise aussprechen lässt: 

— T 
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Die zu r äquivalente Grösse | 

ar — B 

7 — 0 

hat eine Entwicklung erster Art, welche mit der Periode 

(—3,—3,..) oder (3,3,..) 

endigt, je nachdem 
"us — 370 + à? 

eine positive oder eine negative Zahl ist. 

Kehren wir nun zu der Betrachtung der Reihe (57) zurück, so bleibt 

nur noch Folgendes zu bemerken. Wenn die Entwicklung erster Art von 

, weder mit der Periode (3, 3,...) noch mit der Periode (— 3, — 3, ...) 

endigt, oder, was dasselbe besagt, wenn xz, nicht zu r äquivalent ist, so 

finden die unter L) und IL) angestellten Betrachtungen Anwendung. Es 

gilt daher der Satz: 

3.— 5 Ist die Grósse x, nicht der Zahl r — äquivalent, so sind die in 

der Reihe 

(x, , Yo) ? (a, ? Y,) ) (a, , Ys) JO 

auftretenden Paare (v, , y,) von einem bestimmten Werthe von n ab sämmt- 

lich reducit. 

§ 8. Reihen reducirter Zahlenpaare. 

Wenn das Paar (x,,y,) reducirt ist, so ist sein rechter Nachbar 

(x, , y,) ebenfalls reducirt. Denn sei in den Gleichungen 

(64) | 2s 

(x, , y,) ein reducirtes Paar. Dann sind nur folgende Fälle möglich: 

ne —3—7,9,- f, folglich a, — 3 on, y, =r. 
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2.) To = — 3 + Y, Yo = — #, folglich T, = — 3 + 1; y = — ¢, 

3) Ze: 2000, 2, = 2...00, folglich 

Gy = 35450, fy — (—1-47)...(r) und y, = —— 
d, — Yo 

4) 4«,——00...— 2, x, = 2...co, folglich 

Uy = —2,—3,..., 4 — (—r...(1—7) 

und Hess E TT eyo) à 

5) 2,-22...00,2, = — co... — 2, folglich 

gum 23:3 1055 Y =(—1+7r)..(r) und me m (0)...(1 —r), 

6) z,-— —09...—2,7, — — oo... — 2, folglich 

4,— —3,—45,-5 Y —(—r)..( —r) und y, = en == (—r)...(0). 

In allen Fällen ist also (=, ,»,) wieder ein redueirtes Paar. Hieraus 

folgt, dass die im letzten Paragraphen betrachteten Reihen 

(ts » Yo) » N) (0099) » - 

lauter reducirte Paare enthalten, wenn das Ausgangspaar (x, , y,) ein redu- 

cirtes ist und allgemeiner, dass in der Reihe die Paare (r, ,y,) (x, 4,9), 41)- 

bis in's Unendliche reducirt sind, falls (r,, y,) ein reducirtes Paar ist. 

Wenn man die zweite Gleichung (64) in die Form setzt 

= 4, ——— 
Hh À (^ 

7a 

und annimmt (r,,7,) und also auch (x,,7,) sei reducirt, so erkennt man, 
‘ : : ; Lo os 

dass a, die erste Zahl ist, welche bei der Entwicklung von 7 m einen Ket- 
4, 

tenbruch zweiter Art auftritt, Daher ist das Paar (x, , y,) vollständig be- 

stimmt, wenn (x, ,¥,) gegeben ist, oder in Worten: Jedes reducirte Paar 

besitzt einen vollständig bestimmten linken Nachbarn, welcher ebenfalls 
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ein reducirtes Paar ist. Die Ergebnisse dieser Betrachtungen kónnen wir 
folgendermassen aussprechen: 

Jedes reducirle Paar ist Glied einer unbegrenzt nach rechts und nach 

links fortsetzbaren Reihe von reducirten Paaren, von welchen jedes dem vor- 

hergehenden nach rechts benachbart ist. Die ganze Reihe von Paaren lässt sich 

in eindeutiger Weise aus irgend einem Paare der Reihe erzeugen, und wenn 

(65) (z, » Yo) us is Wiss gras oa Fut) 52 

auf einander folgende Glieder der Reihe sind, so stellen die Gleichungen 

Le (05, 045 57, 055 Les) 

E = (a, a MS Ya — me RES 2 * me 4, 

die Kettenbruch-Entwicklungen erster bez. zweiter Art von x, bez. . dar. 
nti 

8 9. Quadratische Formen. 

Bezeichnet 

- (67) au^ + 2buv + cv? 

eine quadratische Form der positiven Determinante 

(68) D — bj — ac, 

so nenne ich die Wurzeln 

=f IN — b D 
(69) t, = — —À— Jem A x = , 

9 c 

der Gleichung 
a + 2bx J- ex^ — o 

die erste bez. zweite Wurzel der Form, wobei /D den positiven Werth 

der Quadratwurzel bedeutet. Zwei Formen sind bekanntlich dann und 

nur dann äquivalent, wenn sie dieselbe Determinante besitzen und wenn 

zugleich ihre ersten Wurzeln äquivalente Grössen sind. Die in den vor- 

hergehenden Paragraphen aufgestellten Begriffe übertragen sich sofort auf 
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quadratische Formen; nämlich: eine quadratische Form heisst »reducirt», 

wenn ihre Wurzeln (x, ,y,) ein reducirtes Paar bilden, und: zwei Formen 

derselben Determinante heissen »benachbart», wenn ihre Wurzelpaare be- 

nachbart sind. Solche benachbarte Formen sind offenbar äquivalent. 

Es seien nun a,b,c ganze Zahlen und D = b* — ac kein voll- 

ständiges Quadrat. Bilden wir dann von dem Paare (x,, y,) ausgehend 

die Reihe der benachbarten Paare: 

(x, , Yo) , (a, , y) ON (a , Yn+1) 00/065) 

so wird (7,41 5 Y.,1) von einem bestimmten » ab reducirt sein. Dies gilt 

nach den Sätzen des $ 7 allgemein, selbst in dem Falle wow, zu r 

äquivalent ist, weil dann y, die zweite Wurzel der ganzzahligen quadra- 

tischen Gleichung ist, welcher x, genügt. Es folgt also: 

Jede quadratische Form (67) ist einer reducirten äquivalent. Entwickelt 

man nämlich die erste Wurzel der Form in einen Kettenbruch erster Art 

d Ex (a, , a, Sate CE) A, ? Exam) 

so wird von einem bestimmten Werthe von n ab, die Grösse x,,, stets erste 

Wurzel einer reducirten Form sein, und die Form (67) wird durch die 

Substitution 

U— Pau D. 108 0 = q,W xS Grav’ 

in diese reducirte Form übergehen. 

Betrachten wir nun die reducirten Formen einer gegebenen Deter- 

minante D, so zeigt sich zunächst, dass nur eine endliche Anzahl solcher 

Formen existirt. Nach der Definition hat man nämlich für die Wurzeln 

$,,), einer reducirten Form entweder 

que 25. SO | Ly = — 00...—2 
oder 5 

p ack rae | y; =A 

und hieraus 
fr 

ENDE SSS a Se —-2+7, 
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Daher liegen die ganzen Zahlen « und c in dem Intervall 

— 2 /D(1 —7r)... + 24 D(1 — r), 

und können also, ebenso wie à = + y/D ac nur eine endliche Anzahl 

von Werthen besitzen. Hieraus folgt unmittelbar, dass es nur endlich 

viele reducirte Formen der Determinante D giebt. Bilden wir von dem 

Wurzelpaar (x,,%,) einer reducirten Form f ausgehend die Reihe der 

nach rechts benachbarten Paare 

(æ, , V.) , (a, ? y.) Le Sat) (Gass , DM QUE | 

so ist jedes Glied dieser Reihe Wurzelpaar einer reducirten zu f äqui- 

valenten Form. Da nun die Anzahl dieser Formen endlich und die Reihe 

nach rechts wie nach links eindeutig fortsetzbar ist, so ergiebt sich: 

Die reducirten Formen der Determinante D gruppiren sich in » Perioden» 

unter einander dquivalenter. 

Ferner folgt aus dem Satze des letzten Paragraphen: 

Bezeichnet x, die erste Wurzel einer. reducirten Form, so ist die Ent- 

wicklung erster Art von x, rein periodisch, also von der Gestalt 

KEN Rufe LE LT aisi b 

und der reciproke Werth der zweiten Wurzel ist vermóge der Gleichung 

El N area Anne) 
. Yo 

. 

in einen Kettenbruch zweiter Art entwickelt. 

Verbinden wir mit diesem Resultate den in diesem Paragraphen an 

erster Stelle hervorgehobenen Satz, so folot: 

Die Kettenbruch-Entwicklung erster Art einer quadratischen Irrationa- 

lität ist stets periodisch. Dieselbe wird nach dem vorigen Satze rein pe- 

riodisch, wenn die Irrationalität erste Wurzel einer reducirten Form ist. 

Man bemerkt leicht, dass dieses auch der einzige Fall ist, in welchem 

dieser Umstand eintritt. 
Nach den Ergebnissen des $ 6 gehen die Kettenbruch-Entwicklungen 
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erster Art zweier äquivalenter Grössen stets durch Abänderung einer 

endlichen Anzahl von Theilnennern aus einander hervor. Eine Ausnahme 

erleidet dieser Satz nur dann, wenn die beiden Grössen zu r äquivalent 

sind und die Entwicklung der einen mit der Periode (3, 3,...), die Ent- 

wicklung der andern mit der Periode (— 3, — 3,...) endigt. Lassen 

wir daher stets diejenigen Formenperioden bei Seite, welche von Formen 

mit den Wurzeln z, = — 3 -- r, y, = — r gebildet werden, so besteht 

der Satz:' 

Zwei reducirte Formen der Determinante D sind äquivalent oder nicht, 

Je nachdem sie derselben oder verschiedenen Formenperioden angehören. 

Die Auflösung der Pell’schen Gleichung kommt bekanntlich darauf 

zurück, alle Substitutionen einer reducirten Form in sich zu finden. 

Oder, was dasselbe ist, alle Aquivalenzgleichungen 

LS NE ems id 
(70) D TEN é 

aufzustellen, wenn xz, die erste Wurzel einer reducirten Form bezeichnet. 

Entwickelt man nun z, in einen Kettenbruch erster Art, und be- 
0 

trachtet die hierbei aüftretenden Gleichungen 

(7 1) ty e se a N Mg a Ra ARE oka NE 

so sind dieselben sämmtlich von der Form (70) Man erhält aber auf 

diese Weise auch alle überhaupt existirenden Gleichungen (70). Falls 

x, nicht zu r äquivalent ist, folgt dieses aus dem ersten Satze des $ 6. 

Wenn aber x, zu r äquivalent und folglich gleich 3 — r oder gleich 

— 3 -- r ist, so muss man den Nachweis direct führen, was keine Schwierig- 

keit hat und deshalb Kürze halber hier unterbleiben mag. Bekanntlich 

entstehen die Gleichungen (71) sàmmtlich durch Iteration der ersten 

Gleichung 

Gin iGo 9 PE Mero 

welche die kleinste Lösung der Pell’schen Gleichung ergiebt. 

Durch die Sätze dieses Paragraphen ist, wie man sieht, die Theorie 

der quadratischen Formen von positiver Determinante in ahnlicher Weise 

auf die hier betrachtete Kettenbruch-Entwicklung erster Art gegründet, 
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wie man dieselbe sonst auf die gewöhnliche nach grössten Ganzen fort- 

schreitende Kettenbruch-Entwicklung zu gründen pflegt. Es ist noch zu 

bemerken, dass die erhaltenen Resultate sich nur unerheblich modificiren, 

wenn man überall die Worte »erster Art» und »zweiter Art» mit einander 

vertauscht. 

8 10. Entwicklungen für die Quadratwurzel aus einer ganzen Zahl. 

Es bezeichne D eine positive ganze Zahl, welche kein vollständiges 

Quadrat ist, und es seien 

| A) 

| VD = (b, , b, ACH ) 

die Kettenbruch-Entwicklungen erster und zweiter Art von yp. Dann 

, durch die Gleichungen 

V De a, iad 

I 
ML MESE 

VD — b, —cr... b —r+ 1. 

bestimmt sein. Daraus folgt sofort, dass die Paare 

VD E 

(74) , 

| 

bo: : LJ 
x, = Ne de ul 

= ; I 

qidecec qu 3r b, | Due VD + a 

reducirt sind. Daher sind die Kettenbruch-Entwicklungen erster Art von 

x, und # rein periodisch; also etwa 

(75) Mg = D Oy = la tb, 01,045... 0,5 09470550149, Mes e 

aus welcher Entwicklung unmittelbar die andere 

— À 
(76) nes (rie ibt ROMS cy Ot re son Diva = On at ee) 

aoe 

|. Acta mathematica. 12. Imprimé le 22 juin 1889. 51 
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. c . I — 
hervorgeht. Nun entsteht die Entwicklung zweiter Art von — — D + a, 

Yo 
aus der Entwicklung erster Art von x, durch Umkehrung der Periode. 

Also ist 

(77) DE Gy = (a, Eh, Waren oi de) 

die Entwicklung zweiter Art von VD + a. Die Gleichungen (75) und 

(77) ergeben den Satz: 

Die Quadratwurzel aus einer ganzen Zahl D besitzt Kettenbruch-Ent- 

wicklungen erster und. zweiter Art von der Gestalt: 

(18) [VD = (Q5 Ge, hay Go bar My ees s se) 
79 | Er 

VD (Br An Pas ei): 

Die Periode beginnt also (wie in der gewöhnlichen Theorie) bei beiden 

Entwieklunsen sogleich nach dem ersten Theilnenner. Sie schliesst bei 
e e 

beiden ab mit der Summe « b. der Anfaneselieder der Entwicklungen. 
0 0 too) D 

Durch Umkehrung der übrigen Glieder der Periode geht die eine Ent- 
e D D 

wicklung in die andere über. 

Aus den Gleichungen (73) geht hervor, dass entweder a, = b, oder 2 19 D ? 0 0 

E : 1 I é 3 
a, = b, + ı ist. Denn in das Intervall a, — 2 + 2 greifen nur die 

beiden Intervalle a, — r...aj—r I und.a,— ı r...m —r hinein; ( 0 0 ( , 

jedes andere Intervall à, — r...5,—r-F 1 hat keinen Punkt mit 

I I : : 5 : 
(Q—2...d,-4-; gemein (vgl. Fig. 1). Unterscheidet man die beiden 

Falle, so erhält man den Satz: 

À J a I 
Bestimmt man die ganze Zahl a, so, dass \/D zwischen a; — —... t, 

Tele 

=, un liegt, so sind zwei Fälle möglich: entweder VD ist grösser als dy per 

-— | Sa] oder VD ist kleiner als a, — —— Im ersteren Falle sind die Zahlen a, , by, 

mit welchen die Entwicklungen (78) beginnen, einander gleich. Im letzteren 

Falle ist dagegen ay = b, + 1. 
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Nur im ersten Falle haben also die Entwicklungen (78) dieselbe 

Eigenschaft, wie die gewóhnlich betrachtete Entwicklung, dass nämlich 

das Schlussglied der Periode das doppelte von dem Anfangsgliede der 

Entwicklung ist.  Freilich scheint dieser erste Fall weit häufiger ein- 

zutreten als der zweite Fall. Der erste Werth von D in der Reihe 

D=2,3,5,..., für welchen der zweite Fall eintritt, ist der. Werth 

D — 13. Man findet nàmlich für die Entwicklungen erster und zweiter 

Art von 13 bezüglich: 

| Vis — 5 3 2. En d 2,7; 3, Zn eyo) es MS ) 

(79) i ee 
[c EU RE DON NU 25 eM üt ete EE D eS ) 

Wenn a, = b, ist, so kann man aus der Gleichung. 

VD — ay = (0,0,,..) = (05 Gr.) 

schliessen, dass entweder a, = a, oder «a, — a, + 1 ist. Im Falle, dass ' 

a — «, ist, folgert man weiter, dass entweder a,— «, , oder v, — a, , +1 

ist, u. s. f. Hiernach kann unter Umständen die Reihe «,,...,«, sym- 

metrisch, d. h. mit der Reihe «,,...,«, identisch sein. Dies wird stets 

dann stattfinden, wenn die Entwicklung erster Art von VD mit der Ent- . 

wicklung zweiter Art zusammenfällt. Betrachten wir nun einen solchen 

Werth von D, für welchen /D mit — VD üquivalent ist. Dann ist auch 

VD + b, mit — /D — b, äquivalent und es treten folglich diese beiden 

Zahlen in ein und. derselben Formenperiode auf. Wir haben daher, wenn 

wir Gleichfórmigkeit halber a,,, für a, + 5, schreiben, folgende Ent- 

wicklungen erster Art: 

VD + & = (0,515 M, ds; A p du Md qu s quu 

DTE yD A b, + (a, , Ap py eee Uns Gy Cupio ces Grins ss 37 

wo r <n angenommen werden darf und die Indices von a, welche grösser 

als n + 1 werden (mod. » + 1) zu reduciren sind. Aus den vorstehenden 

Gleichungen folgt: 

VD == b, = (Gr > itis, wis) Arne VD =a by), 

also auch 

= VD Be, VD + by) 
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und folglich durch Elimination von — D — bo: 

(80) VD sE by P5 (4,41 9 Ay ry 0 a, p, 05, Ten VD HE bi). 

Daher müssen die 27 Zahlen @,41 5 @,..., 04.15 — Oui» — M. — Ur 

eine Periode «d,,,,..., «, oder eine Zusammenfassung mehrerer solcher 

Perioden bilden. Da aber r <n vorausgesetzt wurde, so ist nur der erste 

"all möglich. Setzen wir a,,, = — a, so folgt aus (80): " 

VD + By = (— 8,,4,,..., Gay 05, — 014 — 45, 4 — 03 — B, f vex 

wo die vor dem Semikolon stehenden Glieder die Periode bilden. Gehen 

wir endlich von /D + b, zu /D selber zurück, so erhalten wir den Satz: 

Wenn der Werth von VD zu dem Werthe von — D équivalent ist, - 

so besitzt die Kettenbruch- Entwicklung erster Art von VD die Gestalt: 

(Sag) DSM (CR ERE ROO ISTUD EEUU E LIOS "BRENT Ox 

wo die zwischen die beiden Semikolon gesetzten Glieder 

Oy > Gas kr —— Hp md y vo, 

die Periode bilden. 

Die Voraussetzung dieses Satzes lässt sich noch umformen. Wenn 

nämlich /D zu — D äquivalent ist, so besteht eine Gleichung der Form 

— «JD —f 
82 — /D => —S_ — a0 = I). (82) Dr ) 
Wegen der Irrationalität von /D folgt aus dieser Gleichung 

gi = 0 B— TD; 

und also befriedigen, da ad — fy = — 1 ist, die Zahlen z — «,y = 7 

die Gleichung 

(83) à? — Dy? = — 1. 

Umgekehrt leitet man aus einer Lösung v» = à, y — y dieser Gleichung 

sofort eine Relation der Gestalt (82) ab. Daher kónnen wir sagen: 
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Die Voraussetzung des vorigen Satzes lásst sich durch die andere er- 

setzen, dass die Gleichung 

yz? — Dy? = — ı 

eine Auflüsung in ganzen Zahlen besitzt.- 

Wenn die Kettenbruch-Entwicklung erster Art von \D die Gestalt 

(81) hat, so liefert die Entwicklung der Gleichung 

mu Ay + a, = (a, —@,..., TND. G,), 

eine Relation der Form (82) und damit eine Auflósung der Gleichung (83). 

Es ist leicht zu zeigen, dass aus dieser einen Auflösung alle übrigen 

abgeleitet werden kónnen, àhnlich wie dies für die Kettenbruch-Entwick- 

lung von /D, welche nach grössten Ganzen fortschreitet, geschieht. 

Kônigsberg i. Pr. 15. December 1888. 
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IN ous avons le devoir douloureux d'annoncer à nos lecteurs la mort 

de notre collaborateur dans la rédaction des Acta mathematica 

M. GET. B R O C H. 

M. Broch, né à Fredriksstad en Norvège le 14 janvier 1818, est 

mort à Sèvres le 5 février 1889. Il a été attaché comme professeur à 

l'université de Christiania depuis l'année 1848 jusqu'à sa mort, sauf une 

interruption de 1869 à 1872, époque pendant laquelle il fut ministre de 

la marine en Norvége. Depuis l'année 1879 et jusqu'à sa mort il était 

chef du bureau international des poids et mesures à Sévres. 

Ses travaux mathématiques les plus importants sont: 
Sur quelques propriétés d'une certaine classe de fonctions transcendentes (Journal de 

Grelle, 29): 

Mémoire sur les fonctions de la forme 

fx 367 fat)[ R(x?)] + dx 

(Journal de Crelle, T. 23); 

Allgemeine Gesetze der Wellenbewegung (Dove's Repertorium, Bd. 5); 

Besondere. Gesetze der Wellenbewegung (Dove’s Repertorium, Bd. 7); 

Lovene for Lysets Forplantelse i isophane og eenaxig krystaliserede Legemer, Chri- 

stiania 1847; 

Traité élémentaire des fonctions elliptiques, Christiania 1867. 

Il a de même publié une série de mémoires remarquables dans les 

publications du bureau international des poids et mesures. On lui doit 

encore plusieurs livres excellents pour l’enseignement élémentaire ainsi 

que des livres de grande valeur sur la statistique. 

Si M. Broch était un homme de science des plus éminents il était 

en méme temps homme d'état et homme pratique, et il a rendu maints 

services de la plus haute valeur et de natures trés diverses à sa patrie 

qu'il aimait de toute son âme et dont il était un des fils les plus nobles 

et les plus éminents. 
MITTAG-LEFFLER. 
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